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Academician N.Yu.Satimov

Numan Yunusovich Satimov was one of Uzbek prominent scientists, Doctor
of Physical and Mathematical sciences, professor, full Member of Uzbekistan
Academy of Science and laureate of the Abu Reyhan Beruni State prize of
Uzbekistan.

N.Yu.Satimov was the a creator of the Tashkent school on the Theory of
Control and Differential Games, who made a huge personal contribution to develop
this field of Mathematics.

N.Yu.Satimov was born on December 15, 1939 in Andijan city; he studied
at school number 29. In 1956 he entered the Physics and Mathematics Faculty
of Central Asia State University in Tashkent (now the National University of
Uzbekistan, NUUz). Since 1958 he continued his studies at the Mechanics and
Mathematics Faculty of Moscow State University named after M.V Lomonosov.
After his graduation, in 1962 he entered the postgraduate courses of the Institute
of Mathematics named after V.I. Romanovsky of Uzbekistan Academy of Science;
in 1965-1968 he worked as a junior research fellow of the above-mentioned
institute.

Since 1968 N.Yu.Satimov moved to Tashkent State University, where since
1971 he was a head of the Department of Applied Mathematics. In 1974-1976
he was a senior researcher at the V.A.Steklov Mathematical Institute of USSR
Academy of Science in Moscow, and after returning from Moscow he continued
to govern the department. In 1985-1987, N.Yu.Satimov was the dean of the
Department of Applied Mathematics and Mechanics. Since 2000 he was a Senior
Researcher of Institute of Mathematics, Academy of Sciences of the Republic of
Uzbekistan.

In 1968 N.Yu.Satimov defended his candidate (PhD) thesis, and in 1977 at
the specialized council of the V.A.Steklov Institute of Mathematics his Doctor
of Science thesis. In 1978, he was awarded the title of Professor; in 1979 he was
elected a Corresponding Member, in 2000 a full member of Uzbekistan Academy
of Science.

N.Yu.Satimov was known as one of the leading specialists in the Theory of
Differential Equations and Control Theory and their applications.

He published a textbook on Differential Equations, two monographs, over 180
scientific papers, most of them were published in English being translated from
Russian.

Since 1970, a group of mathematicians, headed by N.Yu.Satimov began to
study in a new field of Mathematics called the Theory of Controlled Processes
chiefly the Theory of differential pursuit-evasion games. N.Yu.Satimov himself was
engaged mainly in the development of the methods of L.S.Pontryagin.



One of his important results was modification of the first method of Pontryagin
for the pursuit problems. The method of N.Yu.Satimov reinforces the first
method of L.S.Pontryagin, preserving its convenience; in particular, anticipatory
discrimination of the evader is not required. Moreover, for all substantial examples,
he gives the same result as the second method of L.S.Potryagin.

A large cycle of works by N.Yu.Satimov is devoted to the problem of escape.
Moreover, it should be mentioned that the scientist developed the new method
of evading in a direction that has found effective applications in the study of
games with several pursuers. He also proved theorems that improve sufficient
conditions for the possibility of evading had been obtained by L.S.Pontryagin and
R.V.Gamkarlidze, M.S.Nikolsky and others.

Since 2000, N.Yu.Satimov has been intensively engaged in control problems
in systems with distributed parameters. He proposed a new approach to
the study of controlled physical processes described by partial differential
equations. Additionally, N.Yu.Satimov owns the results related to the problem
of constructing a differential equation with given properties, strengthening the
Vallee-Poussin theorem on the zeros of solutions, discrete and differential games
with integral constraints.

In his general academic and special discipline, they were distinguished by
thoroughness and accessibility for students. He had a beneficial effect on the
formation of many mathematicians in Uzbekistan and the CIS countries. Under
his leadership, 8 Doctor of Science and more than 20 candidates (PhD) were
trained.

N.Yu.Satimov was not only a scientist and teacher of bright talent, but also
a sincere friend, a generous mentor, a wonderful family man, a caring father. His
cheerfulness and industriousness, responsiveness, modesty, honesty and integrity
left a lasting impression on everyone who spoke and worked with him. It was not
easy to argue with him because of his high education and erudition. Until the
last days of his life, he regularly engaged in mini-soccer and table tennis, was an
excellent swimmer, and loved to travel.

The memory of N.Yu.Satimov will be preserved in the hearts of his colleagues
and students, and the scientific school he founded will continue to develop.
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(α, β, γ)-Derivations of Leibniz Algebras
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There are several approaches to the study of generalized derivation of algebras.
In 2000, Leger and Luks [1] studied a general version defining the generalized
derivation of Lie algebra. Hartwig et al. [2] in 2003, discuss the concept of
generalized derivations of Lie algebras and they refer to it as (σ, τ)-derivation.
Also the works by Hrivnak [3] and Novotny and Hrivnak [4] introduced the new
version of a generalized derivation of Lie algebras. They found the important
results called (α, β, γ)-derivation of Lie algebras.

Some works extended the idea of Novotny and Hrivnak to several type of
algebra like associative and diassociative algebras by Rakhimov et al. [5] and
Fiidow et al. [6] respectively. Our interest in this paper is to study the generalized
derivations of finite dimensional Leibniz algebras. The algebra of derivations and
generalized derivations are very useful in algebraic and geometric classification
problems of algebras.

Set us begin with simple definitions and facts needed later on in the course
of our discussions. The definitions of a Leibniz algebras, and some of its basic
properties can be found in [7] and [8].

Definition. A Leibniz algebra L is a vector space V over a field C equipped
with a bilinear mapping [·, ·] : L× L→ L which satisfies the following identity;

[x, [y, z]] = [x, y], z]]− [x, [y, z]], ∀x, y ∈ L.
Note that for all x ∈ L if the identity [x, x] = 0 holds then the Leibniz identity
becomes Lie, hence Leibniz algebras are non commutative analogue of Lie algebras.

From [4], the definition of (α, β, γ)-derivation of Leibniz algebras can be
written as follows:

Definition. Let (L, [·, ·]) be a Leibniz algebra, the linear operator d ∈ EndL
is an (α, β, γ)−derivation of L if ∃α, β, γ ∈ C such that for all x, y ∈ L, the
following condition is satisfied;

αd([x, y]) = β[d(x), y] + γ[x, d(y)].

15
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The set of all (α, β, γ)-derivation of L is denoted as Der(α,β,γ)L and can be
written as:

Der(α,β,γ)L =
{
d ∈ EndL|αd[x, y] = β[d(x), y] + γ[x, d(y)],∀x, y ∈ L

}
,

where Der(α,β,γ)L is a subspace of EndL.

Proposition. Let f : L1 → L2 be an isomorphism of complex Leibniz algebras
(L1, [·, ·]1) and L2, [·, ·]2). Then the map g : EndL1 → EndL2 defined by g(d) =
fdf−1 is an isomorphism of vector spaces Der(α,β,γ)L1 and Der(α,β,γ)L2.

From the definition of (α, β, γ)-derivation by Novotny and Hrivnak [4] it
follows that for any ε 6= 0 ∈ C the following relationship holds true;

Der(α,β,γ)L = Der(εα,εβ,εγ)L = Der(α,γ,β)L.

Corollary. Let L be a Leibniz algebra. For any α, β, γ ∈ C, the following is
true

Der(α,β,γ)L = der(0,β−γ,γ−β)L ∩Der(2α,β+γ,β+γ)L.

Another important result is about the intersection of two different subspaces
of Der(α,β,γ)L, which gives another independent invariant. Now consider the
following proposition:

Proposition. Let f : L1 → L2 be an isomorphism of two Leibniz algebras
L1 and L2, then the map g : EndL1 → EndL2 defined by g(d) = fdf−1 is
an isomorphism of vector spaces Der(α,β,γ)L1 ∩Der(α′ ,β′ ,γ′)L1 and Der(α,β,γ)L2 ∩
Der(α′ ,β′ ,γ′)L2, that is ∀α, β, γ, α

′
, β
′
, γ
′ ∈ C,

g(Der(α,β,γ)L1 ∩Der(α′ ,β′ ,γ′)L1 = Der(α,β,γ)L2 ∩Der(α′ ,β′ ,γ′)L2.

Let us now classify the possible values of α, β, γ,∈ C for a linear
transformation d : L→ L to be (α, β, γ)-derivation of L.

Proposition. Let L be a Leibniz algebra over a field C, with char 6= 0 and
α, β, γ,∈ C, then for Der(α,β,γ)L the values of α, β, γ are given as follows;

Der(1,1,1)L = DerL;
Der(1,1,0)L = {d ∈ EndL|[d(xy)] = [d(x), y]};
Der(1,1,−1)L = {d ∈ EndL|[d(xy)] = [d(x), y]− [x, d(y)]};
Der(1,0,0)L = {d ∈ EndL|[d(xy)] = 0};
Der(0,1,1)L = {d ∈ EndL|[d(x), y] = [x, d(y)]};
Der(0,1,−1)L = {d ∈ EndL|[d(x), y] = [x, d(y)};
Der(0,1,0)L = {d ∈ EndL|[d(x), y] = 0};
Der(δ,1,0)L = {d ∈ EndL|δ[d(x, y)] = [d(x), y], ∀ δ 6= 0, 1}.

Remark. For any α, β, γ ∈ C the dimension of the vector space Der(α,β,γ)L
is an isomorphism invariant of Leibniz algebras.
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The possible interpretations of generalized derivations of Leibniz algebras are
present in the following proposition.

Proposition. Let L be a complex Leibniz algebras and α, β, γ ∈ C. The space
Der(α,β,γ)L has the following forms:

1. Der(1,1,1)L ⊂ gl(L) is a Lie algebra of derivation;

2. Der(1,1,0)L ⊂ EndL is a left centroid;

3. Der(1,1,−1)L ⊂ EndL is a right centroid;

4. Der(1,0,0)L ⊂ End(L) is a subalgebra of EndL;

5. Der(0,1,1)L ⊂ gl(L) is a Lie algebra;

6. Der(0,1,−1)L ⊂ EndL is an associative subalgebra of EndL;

7. Der(0,1,0)L ⊂ EndL is an associative subalgebra of EndL;

8. Der(δ,1,0)L ⊂ EndL is a vector subspace of EndL.
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Systems of Convex Inequalities in Functional Spaces

A.V.Arutyunov
Moscow Institute of Physics and Technology, V.A. Trapeznikov Institute of

Control Sciences of RAS
arutyunov@cs.msu.ru

Consider the following problem. Let (E, ‖ · ‖) be a Banach space, let gi :
[0, 1]×E → R, i = 1, ..., k, be given functions, let X ⊂ E, be a given set and let
I1 and I2 be two sets of indexes such that I1 t I2 = {1, ..., k} (here t states for
the disjoint union). Consider the system gi(t, x) ≤ 0, i ∈ I1,

gi(t, x) < 0, i ∈ I2,
x ∈ X.

(1)

A solution to this system is a function x ∈ L∞([0, 1], X) such that for a.a. t ∈ [0, 1]
the following holds:

gi(t, x(t)) ≤ 0, i ∈ I1, gi(t, x(t)) < 0, i ∈ I2, x(t) ∈ X.
In the talk we will discuss solvability conditions for the system (1) under the

assumption that all functions gi are measurable in the variable t and convex and
continuous in x. The corresponding result is formulated in the form of a theorem
of the alternative analogous to the Gordan’s Theorem, Motzkin Theorem, and Ky
Fan theorem.

The main difference between the above mentioned theorems and our main
result is that the theorem of the alternative for the system (1) is valid under the
following regularity assumption: there exist a function x̄(·) ∈ L∞([0, 1], X), reals
R ≥ 0 and α > 0 such that

∀̇ t ∈ [0, 1] ∀x ∈ X \O(x̄(t), R) ∃ e = e(t, x) ∈ (−TX(x)) ∩ SE :

〈x∗, e〉 ≥ α ∀x∗ ∈ ∂xgi(t, x) ∀ i ∈ I(t, x).

HereO(x,R) is an open ball in E centered at x with a radiusR, SE is a unit sphere
in E, TX(x) is the tangent cone to X at x, I(t, x) is the set of active indexes of
the system (1), ∂xg is the subdifferential of a function g in x. It is proved that the
theorem of the alternative holds true under the presented regularity assumption.
The examples showing that the regularity assumption is essential are constructed.

The investigation is performed in the Moscow Institute of Physics and
Technology.
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How do Mathematicians Play Differential Games?

A.A.Azamov
Institute of Mathematics, Uzbekistan Academy of Sciences, Tashkent,

Uzbekistan
abdulla.azamov@gmail.com

After graduating from the famous "Mech-Math" faculty of Moscow State
University in 1770 I began my job in the same named faculty of Tashkent State
University (TashSU). First year I continued my researches on Stability Theory
but in this field I was alone in TashSU that is why I tried to leave to Moscow
but in 1971 I was involved by S.H.Sirajdinov for publishing of "Uzbek Soviet
Encyclopedia" and had to give up my plan. Because of that I began to attend
different seminars in the faculty. After all I turned in the seminar of N.Satimov
called "Optimal control and Differential games". N.Satimov was only PhD but
his personal features were very attractive for me: simple and open and friendship,
very democratic in discussions and accurate in human relations. I recognized that
he graduated the same department as me. Besides I was accounted with the game
"Lion and Man" solved be elegant elementary way. Thus I decided to study
dynamic games. As a PhD project I selected to apply R.Isaacs’ heuristic method
to the simplest linear game

ẋ = Ax− u+ v, u ∈ P, v ∈ Q (1)
when the control sets P, Q are polygons and the terminal set M is a straight. It
was opened that Isaacs’ barrier may have many number of returning points. The
game was solved under the condition of regularity: there should be no more than
one turning point. The result was new even in the particular case of time-optimal
problem for the shortened system

ẋ = Ax− u. (2)
Further nonregular cases were studied by A.Fazilov and E.Suleymenov. The

full solution of the game still is unknown. In 1972 Prof. L.Petrosyan from S.-
Peterburgh University, who was one of the beginners of the Theory of Dynamical
Games, visited Tashkent and gave talks on one-step games of pursuit and
formulated several problems. All of them were solved during his visit: Satimov
N., Azamov A., Petrosyan L.A. Structure of optimal strategies in simultanions
games of pursuit. Control Systems, Institute of Mathematics of Siberian branch
of AS of USSSR, 1974, Issue 13, pp. 65-68.

Later the main result was strengthened.
Azamov A. Construction of optimal strategies in an infinite game between two

persons. Enginering Cybernetics (1978), No. 1, pp. 22-25.
In 1973 I studied the game (1) when terminal set M is a point and obtained
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almost necessary and sufficient condition of solvability of pursuit-evasion problem.
I finished my PhD in 1974 and began to study a generalization of the classical

game "Lion and Man" of R.Rado and C.Bezicovich. It was considered the case
when "Man" moves along arbitrary closed line.

Azamov A. On a problem of escape along a prescribed curve. Jour. of Applied
Mathem. And Mechanics, Vol. 46 (1982), No. 4, 553-555 (1983).

Azamov A. On the pursuit of a point that is escaping along a given curve. Dokl.
Akad. Nauk UzSSR, 1982, No. 1, pp. 6-7. In the second paper L was supposed a
closed line. The case of nonclosed lines was solved later:

Azamov A.A., Kuchkarov A.Sh. Generalized "Lion and Man" Game of
R.Rado. Coll. "Contributions to Game Theory and Management" . St. Petersburg
University, 2009, Vol. II, pp. 8-20.

It is necessary to notice that "Lion and Man" is one of the simplest differential
games but quantitative problem for it stays still unsolved.

In 1976 I started researches on discrete games of Pursuit and Evasion:
xn+1 = Axn − u+ v, n = 0, 1, 2, . . . (3)

Their theory was began by Ukrainian Mathematicians A.Chikriy but his
solution contained a gap. During 1976-80 yy. it was published a circle of papers on
the game (3). The results were exposed systematically in the monograph: Azamov
A. The Foundations of the Theory of Discrete Games. V.I.Romanovskii Institute
of Mathematics, 2011, 160 p.

In 1978 I visited Mech-Math of MSU for Qualification Improvement Courses
during four months. There I particularly attended the seminar of L.S.Pontryagin
on Optimal Control and Differential Games. This period I studied the big
paper L.S.Pontryagin On the theory of Differential games. Russian Mathematical
Surveys (1966), 21(4), pp. 219-274, and managed to find answers for two questions
formulated there:

Azamov A. A class of nonlinear differential games. Mathem. Notes, (1981),
30(3-4), pp. 805-808.

Azamov A. Investigation of a class of nonlinear differential games. Differential
Equation, (1983), 19(12), pp. 2160-2163.

These results were based on the nonlinear game
ẋ = a (x)u+ b (x) v + (c, 0) , x, u, v ∈ R2, |u| ≤ 1, |v| ≤ 1. (4)

Considering (6) allowed to solve Problem 8.1 of R.Isaacs as well:
Azamov A. On Isaacs’ pull over game. Vestnik Moscow. Univ. Ser. I Mat.

Mekh. 1981, No. 4, 5-7, 84.
At the same period I began to study Pontryagin’s alternating integral that

was new phenomena in Mathematics:
Pontrjagin L. Linear differential games. I, II. (Russian) Dokl. Akad. Nauk

SSSR 174 (1967), 1278-1280; ibid. 175 1967 764-766. The following relation was
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obtained

Wτ (M) ⊂
⋂
v(·)

⋃
u0(·)

{
Wτ−ε (M) +

∫ τ

τ−ε
erC [u0 (r)− v (r)] dr

}
(5)

valuable from view of point of applications.
In the beginning of 1980’s the lower analogue of the alternating integral was

defined and applied to pursuit problem. Both integrals have dual properties. It
was established self-dual connections between them: Wτ (M) =

⋂
σ>0

Wτ (M + σS)

for closedM ; Wτ (M) =
⋂
σ>0

Wτ (M ÷ σS) for openM ; IntWτ (M) = Wτ (IntM)

when W τ(M) contains a fixed ball for 0 ≤ t ≤ δ.

Azamov A. Duality of linear differential games of pursuit. Soviet Mathem.
Doklady, Vol. 25 (1982), No. 2, 409-412. Detailed recital in

Azamov A. On Pontryagin’s second method in linear differential games of
pursuit. Mathematics of the USSR-Sbornik, Vol. 46 (1983), No.3, pp. 429-437.

Azamov A. Semistability and duality in theory of the Pontryagin alternating
integral. Soviet Mathem. Doklady, (1982), 37(2), 409-412.

Detailed recital of the last paper is given in the next.
Azamov A.A., Iskanadjiev I.M. Pontryagin’s alternating integral for

differential inclusions with counteraction. Coll. "Contributions to Game Theory
and Management" , S.-Peterburg University, 2012, Vol. 5, pp. 33-44.

It was natural to attempt to generalize duality theory for nonlinear
differential games. In the 1980’s I considered nonlinear differential games due
to B.Pshenichnii’s approach and constructed duality theory for Pshenichnii’s
operator particularly proved Krasovskii’s alternative in classes of ε-strategies:

A.Azamov. On an alternative for pursuit-evasion games in an infinite time
interval. J. of Applied Mathem. and Mech., (1986), 50(4), pp. 428-432.

These results were content of the Doctor of Science thesis:
Azamov A.A. Structure of Phase Space of Pursuit-Evasion Games.S.-

Peterburg University (1987). (Printed in Mathematical Works of Abdulla
A.Azamov. Tashkent, Uzbekistan National University Press, 2017.)

In the end of 1980’s I returned to the simple motion games. It was given
an explicit formula for Petrosyan’s strategy of parallel pursuit: Π-strategy. An
elementary introduction to the theory of differential games. National university of
Uzbekistan, 2000, 32 p. Then basing on that the solution of qualitative problem for
the simple motion game with many pursuers and one evader for all cases besides
one very critical situation: Azamov A. On the qualitative problem for simple
pursuit game with constraints. Serdica. (Bolgarian Mathematical Notices). 1986,
Vol. 12, No. 1, pp. 38-43. (Russian).

What concerns to the critical case the problem stays open as for differential
game case so for discrete case. Since 1992 till 2010 I was engaged to governmental
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positions and wasn’t able to lead researches intensively. Here are some results.
Solving of the problem concerning comparing on methods of alternating

integral and Satimov’s modification of Pontryagin’s first method in pursuit games
and the problem on necessity of M.S.Nikolslii’s "caps" in approximate schemes
for the alternating integral:

Azamov A., Yakhshimov Kh.K. The quality problem for a linear differential
game with critical properties. Mathem. notes, Vol. 67 (2000), No. 3-4, pp. 413-416.

There were a paper on new approach to the theory of matrix games offered
by N.Satimov:

Azamov A. On the metric approach in the theory of matrix games.In the
annual coll. "Contributions to game theory and management" . Graduate School
of Management, St. Petersburg University, 2010, Vol. III, pp. 22-28.

Search problems are very close to differential games. Some upper estimations
and the first lower estimation for an advantage coefficient in search problem on
graphs we yielded:

Azamov A. Lower bound for the advantage coefficient in search problem on
graphs. Differential Equations, December 2008, Vol. 44, No. 12, pp. 1764-1767.
(Russian).

Relations between problems of pursuit and controllability and stability in
linear games were established:

Azamov A., Kuchkarov A., Samatov B. The relation between problems of
pursuit, controllability and stability in the large in linear systems with different
types of constraints. J. of Applied mathem. and Mechanics, Vol. 71, Isuue 2, 2007,
pp. 229-233.

Azamov A., Kuchkarov A. On controllability and Pursuit Problems in linear
discrete systems. J. of Computer and Systems Sci., 2010, Vol. 49, No. 3, 360-365.

Beginning from 2011 I have been mainly studied Qualitative theory of
dynamical systems but continue to interest differential games as a hobby. Namely
qualitative problem for the game of pursuit-evasion on graphs were studied:

Azamov A., Kuchkarov A., Holboyev A. The pursuit-evasion game on the
1-skeleton graph of regular polyhedron. I. Mathem. Automation and Remote
Control., 2017. Vol 78, No. 4., pp. 754-761. Azamov A., Kuchkarov A., Holboyev
A. The pursuit-evasion game on the 1-skeleton graph of regular polyhedron. II.
Automation and Remote Control., 2018. Vol 78, No. 4., pp. 345-351.

Besides it was obtained the solution of the quantitative problem for "Lion and
Man" in the case of R.Rado (unpublished yet). After almost 50 years of researches
I can confirm that to play Differential Games is very attractive, they may find
effective applications in the far future moreover even in the present period a lot
of applied problems in the form of differential games for example the problem
of automatic landing airplanes and robotic control of automobiles but such kind
problems can be solved only approximately as in front of them theory is forceless.
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Synthesis of Suboptimal Control in the Time-Optimal
Problem for the Equation of Heat Conductivity

J.A.Bakhramov
Institute of Mathematics, Uzbekistan Academy of Sciences, Tashkent,

Uzbekistan
bahramov_jasurbek@mail.ru

Consider the equation
∂u(t, x)

∂t
= A[u(·, ·)](t, x) + v(t, x) (1)

with initial and boundary conditions
u(0, x) = u0(x), u(t, s) = w(t, s), (2)

where A is a uniformly elliptic differential operator, t ≥ 0, x ∈ D, D – regular
domain with Lyapunov boundary Γ, s ∈ Γ, M is a differential operator whose
order is less than the order A.

The direct application of the Pontryagin maximum principle to problem (1)
and (2) is difficult. Therefore, in [1], the method of expansion in the system of
eigenfunctions of the operator A was applied. As a result of this decomposition,
the problem reduces to a system

d

dt
yk = −λkyk + vk, yk(0) = yk0 , k = 0, 1, 2, ... (3)

In our work, to construct suboptimal control, we use the method of grouping
terms of a Fourier series. Unfortunately, its effectiveness is strictly related to the
specific type of eigenfunctions ϕk(x), therefore, the method is demonstrated here
using A = d2

dx2 .
Thus, consider the problem

∂u
∂t = ∂2u

∂x2 + v(t, x), |v(t, x)| ≤ v0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ π,
u(0, x) = u0(x), u(t, 0) = 0, u(t, π) = 0.

(4)

Then the eigenvalues are equal λk = −k2 and the system of eigenfunctions
consists of ϕk(x) = sin kx, k = 1, 2, ... , which will be a complete orthogonal
basis of the space L2[0, π].

Consider such a constraint
max

0≤x≤π
| uk sin kx + vk sin 2kx | ≤ µk, k ∈ L, (5)

where the sequence µk is chosen so that
∑
k∈L

µk = v0 condition is satisfied.

The set (uk, vk) satisfying inequality (5) is denoted by Pk. Let P ={
(u, v) ∈ R2

∣∣∣∣ max
0≤t≤π

|u sin t+ v sin 2t | ≤ 1

}
.

Then Pk = µ kP. As a result, the problem of constructing a suboptimal control
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is reduced to the time-optimal control problem for a two-dimensional system
ẋ = −x+ u, ẏ = −4y + v, (u, v) ∈ P. (6)

First of all, we note that in auxiliary problem (6), for each initial point
(x0, y0), there is a unique time-optimal control [2]. Therefore, the optimal controls
of problem (5) coincide with the extreme controls of the Pontryagin maximum
principle [3].

Theorem. The function

v̂(t, x) =
∞∑
k=1

ŵ0
k(t) sin kx

is a suboptimal control in the problem (4) for the initial state u0(x).
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An Evasion Problem for the Pontryagin Example

A.A.Hamitov1, O.B.Doliev2, M.A.Horilov3

1,2,3Namangan State University

Let P and E objects with opposite aim be given in the space Rn and their
movements based on the following differential equations and initial conditions

P : ẍ− aẋ = u , x1 − kx0 = 0 , (1)

E : ÿ − aẏ = v , y1 − ky0 = 0 , (2)
where x, y, u, v ∈ Rn , n ≥ 2 , a 6= 0 and k is arbitrary; x(0) = x0, y(0) = y0 are
the initial locations of the objects respectively at t = 0 and it is assumed that x0 6=
y0 ; x1 = ẋ(0), y1 = ẏ(0) are the initial velocity of the objects correspondingly at
t = 0 ; u is the acceleration vector of the pursuer and here the temporal variation
of u must be a measurable function u(·) : [0,∞) → Rn . We denote by UG

the set of all measurable functions u(·) satisfying geometric constraint (briefly,
G-constraint):

|u| ≤ α , for almost every t ≥ 0 , (3)
where α is a positive parametric number which means the maximal acceleration
of the pursuer. Similarly, v is the acceleration vector of the evader and here the
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temporal variation of v must be a measurable function v(·) : [0,∞) → Rn . We
denote by VG the set of all measurable functions v(·) satisfying G-constraint:

|v| ≤ β , for almost every t ≥ 0 , (4)
where β is a positive parametric number which means the maximal acceleration
of the evader.

Once the players admissible controls u(·) and v(·) are chosen, the
corresponding motions x(t) and y(t) of the players are defined.

The evader E struggles to avoid an encounter i.e., to reach the inequality
x(t) 6= y(t) , for all t ≥ 0 and the aim of the pursuer P is capture the evader E
i.e., fulfillment of the equality x(t) = y(t) ( see [1]-[4]).

Definition. In the differential game (1)-(4), we call the strategy of the evader
the following function:

v∗(t) = − z0

|z0|
β , t ≥ 0 , (5)

where z0 = x0 − y0 6= 0.

Theorem. Let δ = α− β and one of the following conditions holds
a)δ > 0, a > 0 =⇒ k > δ/a |z0| , b)δ = 0, a < 0 =⇒ k ∈ [a , +∞) ,
c)δ = 0, a > 0 =⇒ k ≥ 0 , d)δ < 0, a < 0 =⇒ k ≥ δ/a |z0|.
Then in differential game (1)-(4), the evasion problem can be solved.
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Pursuit-Evasion Game on the Regular 600 Vertexes
Polyhedron in the Space R4

A.G.Holboyev
Tashkent Pedagogical University, Uzbekistan, Tashkent

Let M600 denote the graph of 1-skeleton of the regular polyhedron with 600
vertices in Euclidian space R4 [1]. The team of Pursuers P = {P1, P2, . . . , Pn}
and one Evader Q moving along M600 play a pursuit-evasion differential game.
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All points have equal maximal speeds. The process of pursuit-evasion begins from
initial positions P (0) = {P1(0), P2(0), . . . , Pn(0)} and Q (0). If one of the players
chooses concrete strategy and another chooses arbitrary control function then
corresponding trajectories P (t) = {P1(t), P2(t), . . . , Pn(t)} and Q (t) will be
defined. The aim of the team of pursuers is to reach the equality Pi (t) = Q (t)
for some i = 1, 2, . . . , n and t ≥ 0, for any initial positions. The aim of evader is
opposite, i.e. to hold the condition Pi (t) 6= Q (t) for all i = 1, 2, . . . , n and t ≥ 0
for some initial position (see [2]).

Obviously, if n is large enough then the team of Pursuers can win the game.
The least value of n that n Pursuers win the game, will be denoted by N (M600).

Theorem. 4 ≤ N (M600) ≤ 6.
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Several Pursuers with Integral Constraints

G.I.Ibragimov1, M.Ferrara2, B.A.Pansera3

1Department of Mathematics and Institute for Mathematical Research,
Universiti Putra Malaysia, Malaysia

2University Mediterranea of Reggio Calabria Department of Law, Economics
and Human Sciences ICRIOS - The Invernizzi Centre for Research in

Innovation, Organization, Strategy and Entrepreneurship Bocconi University -
Department of Management and Technology, Italy

3Department of Law and Economics, University Mediterranea of Reggio
Calabria, Italy

In the present paper we study a linear evasion differential game of many
pursuers and one evader. The controls of players are subjected to integral
constraints. We construct an explicit evasion strategy.

Let x1, . . . , xm, m ≥ 1, be the points moving in Rn whose dynamics are
described by the equations

ẋi = −λixi + v − ui, xi(0) = x0
i , i = 1, 2, . . . ,m, (1)

where u1, . . . , um are the control parameters of pursuers and v is that of evader,
λi > 0, xi, x0

i , ui, v ∈ Rn, n ≥ 2, x0
i 6= 0, i = 1, ...,m.



Section. Optimal processes and Differential games 27

Definition. Measurable functions ui(t) and v(t), t ≥ 0, that satisfy the
following integral constraints∫ ∞

0

|ui(t)|2dt ≤ ρ2
i , i = 1, . . .m;

∫ ∞
0

|v(t)|2dt ≤ σ2. (2)

are called controls of the ith pursuer and evader, respectively.

Definition. A function (t, x1, ..., xm, u1, ..., um) 7→ V (t, x1, ..., xm, u1, ..., um),
V : [0,∞) × R2nm → Rn is called a strategy of evader if the following system of
equations

ẋi = −λixi + V (t, x1, . . . , xm, u1, . . . , um), xi(0) = x0
i , i = 1, . . . ,m,

has a unique solution (x1(t), . . . , xm(t)), t ≥ 0, for any controls
(u1(t), . . . , um(t)), of pursuers and along this solution∫ ∞

0

|V (t, x1(t), . . . xm(t), u1(t), . . . , um(t))|2dt ≤ σ2.

Definition. If there exists a strategy V of evader such that for any controls
of pursuers xi(t) 6= 0, i = 1, . . . ,m, t ≥ 0, then we say that evasion is possible.

The problem is to find a condition for evasion to be possible. Thus,
the evader knows the values x1(t), . . . , xm(t), u1(t), . . . , um(t) of parameters
x1, . . . , xm, u1, . . . , um at the current time t. Pursuers apply arbitrary controls
u1(t), . . . , um(t), t ≥ 0, and try to realize the equation xi(t) = 0 at least for one
i ∈ {1, 2, ...,m}, whereas the evader tries to maintain the inequalities xi(t) 6= 0
for all i = 1, ...,m and t ≥ 0.

Theorem. If ρ2
1 + · · ·+ ρ2

m ≤ σ2, then evasion is possible in game (1)-(2).
It is sufficient to consider the case when n = 2 and ρ2 := ρ2

1 + · · ·+ ρ2
m < σ2

(see, for example, ([3], [4]). We have studied a linear evasion differential game of
many pursuers and one evader. We have constructed a strategy for the evader
and proved possibility of evasion. The evader uses a manoeuvre on a set J1 and

one the set [0, T ]\J1 evader uses the control v(t) =

(
0, α +

(∑m
j=1 |uj(t)|2

)1/2
)
.

The measure of the set J1 can be made by choosing parameters a1 and α as small
as we wish. We have also shown that all the approach times τi can occur only
before a specified time T0, moreover τ ′i ≤ T . The total number of approach times
τi of all pursuers doesn’t exceed the number of pursuers m. For t ≥ T , the evader

uses the control v(t) =

(
0,
(∑m

j=1 |uj(t)|2
)1/2

)
and there is no longer approach

time occurs.
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The Pursuit Problem with Gronwall Constraint for the
Evader

S.N.Inomiddinov1, N.T.Umaralieva2, E.T.Umarov3

1,2,3Namangan State University

Consider two players, a pursuer and an evader, moving in the space Rn. The
subscripts P and E will be reserved for the Pursuer and Evader, respectively.
Suppose x and y are the locations of the pursuer and the evader respectively. Let
objects P and E with opposite aim be given in the space Rn and their movements
described on the following differential equations:

P : ẋ = u , x(0) = x0, E : ẏ = v , y(0) = y0,

and assume that x0 6= y0; where x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2 ; x0 and y0 are the initial
states of the players P and E correspondingly at t = 0; u is a control parameter
(velocity vector) of the pursuer, v is that of the evader. Control parameter u is
selected from the class of measurable functions UG, satisfying geometric constraint
(briefly, G-constraint): |u(t)| ≤ α, for almost every t ≥ 0.

Similarly, v is selected from the class of measurable functions VGr satisfying
Gronwall constraint (briefly, Gr-constraint): |v(t)|2 ≤ σ2 + 2l

∫ t
0 |v(s)|2 ds , where

α > 0, σ, l > 0.
The measurable functions u(·) ∈ UG and v(·) ∈ VGr are called admissible

controls of the pursuer P and the evader E respectively.
Once the players admissible controls u(·) and v(·) are chosen, the

corresponding motions x(t) and y(t) of the players.
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The object of the pursuer P is capture, i.e., to achieve the equality x(t) = y(t)
and the evader E struggles to avoid an encounter.

Definition. The function
u(v) = v − λ(v)ξ0

is called the strategy of parallel pursuit (the Π-strategy) of the pursuer P in the

differential game, where λ(v, ξ0) = 〈v, ξ0〉 +
√
〈v, ξ0〉2 + α2 − |v|2 , ξ0 = z0

|z0| and
〈v, ξ0〉 is the scalar production in space Rn.

Definition. In the differential game, time T is called a guaranteed pursuit
time if it is the upper boundary of t satisfying x(t) = y(t).

Theorem. If the conditions α > σ, l |z0| + α ≤ σ + α ln α
σ hold, then the

guaranteed pursuit time exists:
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Linear Differential Game with Gronwall Constraint
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1Namangan State University, 2Andijan State University

Let the motions of the pursuer P and the evader E be described by
the following differential equations, initial conditions and Gronwall constraints
(briefly, Gr-constraint)

P : ẋ− ax = u , x(0) = x0 , (1)

E : ẏ − ay = v , y(0) = y0 , (2)
where x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2, and a is arbitrary; u is the velocity vector of the
pursuer and here the temporal variation of u must be a measurable function
u(·) : [0,∞) → Rn. We denote by UGr the set of all measurable functions u(·)
satisfying Gronwall constraint (briefly, Gr-constraint):

|u(t)|2 ≤ ρ2 + 2l

∫ t

0

|u(s)|2 ds . (3)
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Similarly, v is the velocity vector of the evader and here the temporal variation
of v must be a measurable function v(·) : [0,∞) → Rn. We denote by VGr the
set of all measurable functions v(·) satisfying Gr-constraint:

|v(t)|2 ≤ σ2 + 2l

∫ t

0

|v(s)|2 ds, (4)

where l 6= a ; and ρ, σ, l are nonnegative numbers.
By virtue of the equations (1)-(2) each pair of (x0, u(·)) and (y0, v(·))

generates the trajectories of motion x(·), y(·). The goal of the pursuer P is capture
the evader E, i.e., achievement of the equality x(t) = y(t) and evader E strives
to avoid an encounter.

Definition. The following function is called Π-strategy of the pursuer [2]-[4]:
u (v) = v − λ (v) ξ0, (5)

where λ(v, ξ0) = 〈v, ξ0〉+
√
〈v, ξ0〉2 + (ρelt)

2 − |v|2 , ξ0 = z0/ |z0| , (v, ξ0) is the
scalar product of the vectors v and ξ0 in the space Rn.

Theorem. If in the game (1)-(4), one of the following conditions holds
1. ρ > σ, a < 0; 2. ρ > σ, l < a < l + ρ−σ

|z0| ; 3. ρ > σ, 0 < a < l;

then by virtue of strategy (5) the guaranteed pursuit time will be as follows:

T =
1

l − a
ln

(
|z0| (l − a)

ρ− σ
+ 1

)
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Necessary Optimality Conditions for Problems with
Unbounded Differential Inclusion
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Moscow Institute of Physics and Technology, Moscow, Russia
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In the famous work [1], Pontryagin and his colleagues used a very efficient
direct variational method in order to prove necessary optimality conditions, which
were later called the “Pontryagin maximum principle.” This method is based on
the linearization of a nonlinear controlled dynamical system near an optimal
trajectory. As a result, for the arising linear system of variational differential
equations, an adjoint system of differential equations was constructed, and it
was proved that under certain boundary conditions the corresponding solution
of the adjoint system is a normal vector to the attainability set of the original
control system at the points of the optimal trajectory at any instant of time. This
was analytically expressed as the Pontryagin maximum principle, transversality
conditions, and some other properties of the adjoint system.

The first attempts to develop Pontryagin’s direct variational method for
optimization problems in the case when the control system is not smooth were
made in [2] for a controlled dynamical system represented as a differential
inclusion with convex right-hand side. In [3], the present author and Smirnov
generalized Pontryagin’s direct variational method and obtained necessary
optimality conditions in optimization problems with differential inclusion in the
case when the right-hand side of the differential inclusion takes compact (possibly,
nonconvex) values and satisfies the Lipschitz condition in the Hausdorff metric. In
the present report, continuing the studies of [4-9], we generalize Pontryagin’s direct
variational method to the case of Mayer optimization problems on an interval
with a differential inclusion whose multivalued right-hand side takes unbounded
nonconvex values, depends measurably on time, and is pseudo-Lipschitz with
respect to the state variable, in the presence of state constraints at the initial
and terminal points.

Eventually, we prove necessary conditions that also contain the
Euler–Lagrange differential inclusion whose graph is a normal cone. However,
we use a narrower normal cone than the Clarke normal cone or even a partially
convexified limiting normal cone (cf. Theorem 2.2.3 in [11]). In conclusion, we
give an example of a problem in which the necessary optimality conditions
obtained in the present study are more precise compared with other necessary
conditions known in the literature (see, for example, [10, 11, 12]).
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Damping of Same Infinite Oscillated Systems

Risman Mat Hasim1, Gafurjan Ibragimov2

1,2Department of Mathematics, Universiti Putra Malaysia, Serdang, Malaysia

Let λ1, λ2, ... be a sequence of positive numbers, and r be a fixed number. We
introduce into the consideration the space

l2r = {α = (α1, α2, ...) :
∞∑
i=1

λriα
2
i <∞}

with the inner product and norm

(α, β)r =
∞∑
i=1

λriαiβi, α, β ∈ l2r , ||α|| =

( ∞∑
i=1

λriα
2
i

)1/2

.
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Let L2(0, T ; l2r) be the space of the function f(t) = (f1(t), f2(t), ...), 0 ≤ t ≤ T,
with measurable coordinates fk(t), 0 ≤ t ≤ T, satisfying the inequality

∞∑
k=1

λrk

T∫
0

| fk(t) |2 dt <∞,

where T is a given positive number.
We introduce into the controlled oscillating systems described by the

differential equations
z̈k = −λkzk − uk + vk, zk(0) = z0

k, żk(0) = z1
k, k = 1, 2, ..., (1)

where zk, uk, vk, z0
k, z

1
k ∈ R1, z0 = (z0

1, z
0
2, ...) ∈ l2r+1, z

1 = (z1
1, z

1
2, ...) ∈

l2r , ||z0|| + ||z1|| 6= 0, u = (u1, u2, ...), are control parameters. In paper [3] The
author proved that the damping of oscillating systems(1) is possible in finite time.

Now, we consider the controlled oscillating systems described by the
differential equations
z̈ik = −λkzik− uik + vk, zik(0) = z0

ik, żik(0) = z1
ik, k = 1, 2, ..., i = 1, ...,m (2)

where zik, uik, vk, z0
ik, z

1
ik ∈ R1, z0

i = (z0
i1, z

0
i2, ...) ∈ l2r+1, z

1
i = (z1

i1, z
1
i2, ...) ∈

l2r , ||z0
i || + ||z1

i || 6= 0, ui = (ui1, ui2, ...), i = 1, 2, ...,m are control parameters,
v = (v1, v2, ...), is an interference. We assume that ui(.), v(.) ∈ L2(0, T ; l2r).

Let

B(ρ, t0, T ) = {f(.) = (f1(.), f2(.), ...) :
∞∑
k=1

λrk

T∫
t0

| fk(t) |2 dt < ρ2},

i.e., B(ρ, t0, T ) is a ball of radius ρ in L2(t0, T ; l2r).
The following statement is the main result of the paper.
Theorem. If λ0 = infn∈N λn > 0 and ρ2

1 + ...+ ρ2
m > σ2, then the damping

of the oscillating systems (2) is possible for a finite time.
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The Strategy of Parallel pursuit in the Nonlinear
Differential Games

B.T.Samatov1, A.I.Sotvoldiyev2

1Namangan State University
2Institute of Mathematics, Uzbekistan Academy of Sciences

samatov57@inbox.ru

Consider the differential game [6] described by the equations
ẋ = u+ f(t, x), ẏ = v + f(t, y), x(0) = x0, y(0) = y0, (1)

where x, y ∈ Rn, n ≥ 2; the function f : R+ ×Rn → Rn satisfies Caratheodory’s
conditions and Lipschitz condition on second argument, x0, y0 are the initial
positions of the Pursuer X and Evader Y respectively.

For the measurable control functions u(·) : R+ → Rn, v(·) : R+ → Rn of the
X and Y respectively the conditions

|u(t)| ≤ α, for almost every t ≥ 0, (2)

|v(t)| ≤ β, for almost every t ≥ 0, (3)
will be subjected, where α and β are a nonnegative parametric numbers.

In this work, we consider the Intercept Problem, when objects move in an
external dynamic flow field [6]. We will be based on Pontryagin’s formalization [4]
and uses method of resolving functions [3] and the proposed method substantiates
the parallel approach strategy [1], [2], [3], [5] i.e., the Π-strategy.

Definition. A strategy u (t, x(t), y(t), v(·)) is called winning for X on the
interval [0, T ] in the game (1)-(3) if for every v(·) ∈ V there exists a moment
t∗ ∈ [0, T ] such that the equality x(t∗) = y(t∗) holds.

Definition. If α ≥ |w|, then the function
u(t, w) = w − λ(t, w)ξ0, (4)

is called the Π-strategy or intercept strategy of pursuer in the game (1)-(3), where

λ(t, w) = 〈w, ξ0〉 +
√
〈w, ξ0〉2 + α2 − |w|2, ξ0 = z0/ |z0|, z0 = x0 − y0, w =

v + f(t, y)− f(t, x).

Consider particular case of the game (1)
ẋ = u+ A(t)x+ b(t), x(0) = x0,
ẏ = v + A(t)y + b(t), y(0) = y0,

(5)

where A(t), t ≥ 0 is an n × n real matrix function, b(t), t ≥ 0 is real vector
function.

Theorem. If |A(t)| ≤ k, t ≥ 0 and α > β + k |z0| then the Π-strategy (4) is
winning strategy for the player X on the interval [0, T ] in the game (5), where
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T = 1
k ln α−β

α−β−k|z0| if k 6= 0, T = |z0|
α−β if k = 0, | · | – Euclidian norm.
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The Intercept Problem in Dynamic Flow Field with
Different Influences
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In this work, the Intercept Problem is studied when objects move in dynamic
flow field with different influences. Here we have presented more general conditions
for flow field. The main aim is to construct analogies of Π-strategy for pursuer in
nonlinear differential games and apply the method of parallel approach [1], [3].

Suppose that in Rn a controlled object P called the pursuer, chases another
object E called the evader. Denote by x the position of the pursuer and by y the
position of the evader in Rn. In the present, we consider the Intercept Problem
when the objects move in accordance with the equations [4]:

P : ẋ = u+ f(t, x), x(0) = x0, (1)

E : ẏ = v + g(t, y), y(0) = y0, (2)
where x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2 ; x0, y0 are the initial positions of the Pursuer P
and Evader E respectively. For the measurable control functions u(·) : R+ × Rn,
v(·) : R+ × Rn of the P and E, the conditions

|u(t)| ≤ α, for almost every t ≥ 0, (3)

|v(t)| ≤ β, for almost every t ≥ 0 (4)
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will be subjected correspondingly, where α and β are nonnegative parametric
numbers.

In the theory of Differential Games an inequalities of the forms (3) and (4)
are usually called an geometrical constraints for control functions (briefly G-
constraints) and denoted the class of admissible controls pursuer, i.e., of all
measurable functions satisfying an G-constraint (3) by U and denoted the class all
of the admissible controls evader satisfying G-constraint (4) by V . It is supposed
that f(t, x) and g(t, x) satisfy Caratheodory’s and Lipschitz’s conditions.

Definition. A strategy u(t, x(t), y(t), v(t)) : R+×Rn×Rn×Sβ → Sα is called
intercepting for P on the interval [0, T ] in the game (1)-(4), if for every v(·) ∈ V
there exists a moment t∗ ∈ [0, T ] that is to reach the equality x(t∗) = y(t∗), where
x(t) and y(t) are trajectories generated during the game and S% is a ball of a
radius % in Rn.

Definition. If α ≥ |ω | , then the function

u(ω) = ω − λ(ω)ξ0 , λ(ω) = 〈ω , ξ0〉+

√
〈ω , ξ0〉2 + α2 − |ω |2 (5)

is called intercepting or Π-strategy of the pursuer in the game (1)-(4), where ξ0 =
z0/ |z0| , ω = ω (t, x, y, v) = v + g(t, y)− f(t, x) and |u(ω)| = α, z0 = x0 − y0 .

Proposition. There are a Lebesgue-integrable functions k(·) : R+ → R+ and
h(·) : R+ → R+ such that

|f(t, x)− g(t, y)| ≤ k(t) |x− y|+ h(t)

for all x, y ∈ Rn.

Proposition. Let
a) there exists positive root of the equation Ψ(t) = 0 with respect to t, where

Ψ(t) = |z0| −
∫ t

0 exp
(
−
∫ s

0 k(τ)dτ
)

(α− β − h(s))ds ;
b) satisfies the following condition α > β + k(t)Φ(t) + h(t), when t ∈ [0, T ] ,

where T = min{ t : Ψ(t) = 0} , Φ(t) = Ψ(t) exp
∫ t

0 k(s)ds .

Theorem. Let all propositions and assumption are satisfied. Then the Π-
strategy (5) for the player P is intercepting on the interval [0, T ] in the game
(1)-(4), where T is the smallest positive root of the equation Ψ(t).
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Solvability of Systems of Convex Inequalities in Banach
Spaces
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Let a linear space L over the field R, a linear operator A : L→ Rm, a vector
b ∈ Rm, functions fi : L → R, i = 1, ..., k, a convex set X ⊂ L, and two finite
sets of indexes I1 and I2 such that I1 t I2 = {1, ..., k} be given. Consider the
system

fi(x) ≤ 0, i ∈ I1, fi(x) < 0, i ∈ I2, Ax = b, x ∈ X. (1)
Assume that fi are proper convex functions, X ⊂ dom(fi) for all i = 1, ..., k.

We say that the system
fi(x) ≤ 0, i ∈ I1, Ax = b, x ∈ X (2)

is strictly solvable if ∃ x̄ ∈ X : Ax̄ = b and fi(x̄) < 0 ∀ i ∈ I1.
Theorem. Assume that the system (1) is strictly solvable and b ∈ ri(AX).

Then, one and only one of the following assertions is valid.
(i) There exists a solution x ∈ L to the system (1).
(ii) There exists a nonzero vector µ = (µ1, ..., µk, µ̃) ∈ Rk+m, where µ̃ ∈ Rm,
such that

k∑
i=1

fi(x)µi + 〈Ax− b, µ̃〉 ≥ 0 ∀x ∈ X,

µi ≥ 0 for each i ∈ {1, ..., k}, µ̃ ∈ span(AX − b), and µi > 0 for some i ∈ I2.
In the case when the system (1) consists of strict inequalities only, Theorem

coincides with the Ky Fan’s Theorem (see [1]). There are some other well-known
results (see, for instance, [2], §21) analogous to Theorem.

The investigation is performed in the Moscow Institute of Physics and
Technology.
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О модифицированном третьем методе преследования

И.М.Исканаджиев
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Пусть K(Rd)( соответственно C(Rd)) – семейство всех непустых компакт-
ных (замкнутых) подмножеств Rd, в случае выпуклости множеств пишем
coK(Rd) (соответственно coC(Rd); ω = {τ0, τ1, τ2, ..., τn} – разбиение отрезка
∆ = [0, τ ]( 0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τn = τ , n может зависить от ω);

∫
i –

означает интегрирование производится по отрезку δi = [τi−1, τi|. Рассмотрим
управляемую систему

ż ∈ −F (t, v), (1)
где z ∈ Rd, v ∈ Q ∈ K(Rd), t ∈ ∆ = [0, τ ], F : Rd × Q → coK(Rd) непрерыв-
но. Кроме того, дано множество M , M ⊂ C(Rd), называемое терминальным
множеством.

Задача преследования в подходе Л.С. Понтрягина ставится следующим
образом – Пусть выбран класс стратегий U преследователя и заданы началь-
ная точка z0 и положительное число τ . Возможно ли из точки z0 завершить
преследование за время τ в классе стратегий U?

Первыми эффективными методами решения задач такого вида были пря-
мые методы Понтрягина [1]. В [2, 3] предложены модификации первого пря-
мого метода Понтрягина. Пусть clΦ обозначает семейство всех измеримых
замкнутозначных отображений A(·) : I → C(Rd) удовлетворящих условию∫

∆

A(t)dt ⊂M.

По каждому A(·) ∈ clΦ построим интеграл

W [A(·)] =

∫
∆

⋂
v∈Q

[A(t) + F (t, v)]dt. (2)

B [4,5] предложена дальнейшая модификация первого прямого метода
Понтрягина, основанная на рассмотрения объединения интегралов (2) по
всем A(·) ∈ clΦ. т.е. доказано, что если выполнено включение

z0 ∈ W τ
3 =

⋃
A(·)∈clΦ

W [A(·)],

то в игре (1) можно завершить преследования за время τ в классе стробоско-
пических стратегий. Легко убедится справедливость следующее включение
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W τ
1 ⊂ W τ

3 (W τ
1 – интеграл первого метода Понтрягина). Для краткости W τ

3

будем называть третьим интегралом.
В [6] доказано, что верхний и нижний альтернированный интегралы дают

необходимое и достаточное условие для завершения преследование в момент
времени τ соответственно в верхней и нижней игре в классе специальных
стратегий преследователя. В работе [7] показано, что интегралW τ

3 для линей-
ных дифференциальных игр дает необходимое и достаточное условие завер-
шение преследование в классе стробоскобических стратегий. Здесь последний
результат обобщается для игр класса (1).

Пусть ω = {0 = τ0 < τ1 < τ2 < ... < τn = τ} – произвольное разбиение
отрезка ∆ = [0, τ ]. Положим

Li =
⋂
v∈Q

[∫
i

A(t)dt+

∫
i

F (t, v)dt

]
dt, (3)

L(ω) = Σn
i=1L

i, Lτ(A(·)) =
⋂
ω

L(ω). (4)

Теорема 1. Для любого A(·) ∈ clΦ имеет место равенство
W [A(·)] = Lτ(A(·)) (5)

Следствие. Справедливо равенство
W τ

3 =
⋃

A(·)∈clΦ

Lτ [A(·)].

Теорема 2. Для того, чтобы в игре (1) существовала стробоскопиче-
ская стратегия преследователя, завершающая игру в момент времени τ ,
необходимо и достаточно z0 ∈ W τ

3 .
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Алгоритм решения линейной минимаксной задачи
сближения уклонения

А.Р.Маматов
Высшее военное авиационное училище Республики Узбекистан

Задачу о непустоте множества планов задачи линейного программирова-
ния можно решить с помощью специальной задачи линейного программиро-
вания (задача первой фазы) [1]. Аналогичная задача, возникающая в игровых
задачах со связанными переменными, исследована в работе [2]. В данной ра-
боте используя результаты [2], предложен алгоритм решения одной линейной
игры двух лиц (игроков).

Пусть на фиксированном отрезке времени T = [0, t∗] поведение системы,
управляемой двумя игроками, описывается дифференциальным уравнением
[3-4]:

ẋ = Ax+ bu+ dv, x(0) = x0. (1)
Здесь x = x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))

′ – вектор состояния системы в момент
t; u = u(t), v = v(t) – значения управляющих воздействий первого и второго
игроков в момент времени t;A – постоянная n×n-матрица; b, d, x0 – заданные
n-векторы; транспонирование матрицы обозначено штрихом.

Функция кусочно-постоянная u(·) = (u(t), t ∈ T ), непрерывная справа,
удовлетворяющей неравенствам f∗ ≤ u(t) ≤ f ∗, t ∈ T, называется управле-
нием первого игрока. Кусочно-постоянная функция [3, 8] v(·) = (v(t), t ∈ T )
с множеством квантования τ = {t1, t2, ..., tl}, 0 = t1 < t2 < ... < tl < tl+1 =
t∗(l ≥ m), удовлетворяющая неравенствам g∗(t) ≤ v(t) ≤ g∗(t), t ∈ T, называ-
ется управлением второго игрока. Здесь g∗(t), g∗(t), t ∈ T, заданные импульс-
ные функции с множеством квантования τ. Каждой паре (u, v) управлений
игроков единственное непрерывное решение x(·) = (x(t), t ∈ T ) уравнения
(1) – траектория динамической системы.

Пусть H – заданная постоянная m× n матрица, g – заданный m вектор.
Введем в рассмотрение терминальное множество M = {x ∈ Rn | Hx = g}.

Рассмотрим следующую задачу. Два игрока, выбирают управление u(·) =
(u(t), t ∈ T ), f∗ ≤ u(t) ≤ f ∗, t ∈ T, и v(·) = (v(t), t ∈ T ), g∗(t) ≤ v(t) ≤
g∗(t), t ∈ T поочередно, сначала первый игрок выбирает u(·) = (u(t), t ∈ T ),
затем, зная u(·) = (u(t), t ∈ T ), второй игрок выбирает v(·) = (v(t), t ∈ T ).

Цель первого игрока заключается выбором управление u0(·) = (u0(t), t ∈
T ), не допустить попадание траектория системы (1) в момент t∗ в множе-
ство M , а цель второго игрока – выбором управление v0(·) = (v0(t), t ∈ T ),
перевести траектории системы (1) из точки x0 в множество M при t∗.

Задача исследуется сведением к специальной негладкой задаче оптимиза-
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ции:
J(u) = min

v

∑
i∈I

|h′ix(t∗)− gi| → max
u
,

ẋ = Ax+ bu+ dv, x(0) = x0,

f∗ ≤ u(t) ≤ f ∗, g∗(t) ≤ v(t) ≤ g∗(t), t ∈ T.
где I = {1, 2, ...,m}, h′i – i-ая строка матрицы H; gi – i-ая компонента вектора
g.
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Дифференциальные игры преследования, описываемые
уравнениями дробного порядка

М.Ш.Маматов1, Х.Н.Алимов2

1Национальный университет Узбекистана имени М.Улугбека
2Джизакский государственный педагогический институт

Пусть движение объекта в конечномерном евклидовом пространстве Rn
описывается дифференциальным уравнением дробного порядка вида

C
0 D

α
t z = Az +Bu−Gϑ+ f(t) (1)

где z ≥ Rn, n ≥ 1, C0 D
α
t – оператор дробного дифференцирования, α > 0, t ∈

[0, T ] , A – n×n, B – p×n иG – q×n постоянные матрицы, u, ϑ – управляющие
параметры, u-управляющий параметр преследующего игрока, u ∈ P ⊂ Rp, ϑ-
управляющий параметр убегающего игрока, ϑ ∈ Q ⊂ Rq, P и Q – компакты,
f(t) – известная измеримая вектор-функция. Дробную производную будем
понимать как левостороннюю дробную производную Капуто [1]. Напомним,
что дробная производная Капуто произвольного нецелевого порядка α > 0
от функции z (t) = AC [α]+1 (a, b) , a, b ∈ R1, определяется выражением

C
0 D

α
t z (t) =

1

(1− {α})

t∫
0

d[α]+1z (ξ)

dξ[α]+1

dξ

(t− ξ){α}
.

Кроме того в пространстве Rn выделено терминальное множество M. Цель
преследующего игрока вывести z на множество M, убегающий игрок стре-
мится этому помещать.
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Терминальное множество M имеет вид M = M0 +M1, где M0 – линейное
подпространство Rn, M1 – подмножество подпространства L – ортогонально-
го дополненияM0 в Rn. π оператор ортогонального проектирования из Rn на
L; под операцией понимается операция геометрического вычитания [2]. Для
решения этой задачи мы применяем так называемый метод Н.Ю.Сатимова
[3].

Пусть eAtα =
∞∑
k=0

Ak tαk

((k+1)α матричная α-экспонента [1] и r > 0,

û(r) = πerAα BP, ϑ̂ (r) = πerAα GQ. Обозначим через Ŵ (u, r) множество[
−1
τM1 + û(r)

] ∗ϑ̂ (r) определенное при всех r ≥ 0, τ > 0. Рассмотрим ин-

теграл [3] W (τ) =
τ∫
0

ŵ(r, τ)dr.

Теорема. Если в игре (1) при некоторой τ = τ0, выполняется включение

−πz0 −
τ∫
0

πeA(τ−r)
α [Az0 + f (r)] dr ∈ W (τ)

то из начального положения z0 можно завершит преследование за время
T = τ0.
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Об инвариантности постоянного многозначного
отображения в управляемых колебательных системах

Х.Я.Мустапокулов
Ташкентский государственный технический университет

m_hamdam@mail.ru

Рассмотрим следующее задачи управляемая распределенная система,
описываемая гиперболическим уравнением [1]: с внешнего управления

∂2z (t, x)

∂t2
= Az (t, x) + u (t, x) , 0 < t ≤ T, x ∈ Ω, (1)

z (t, x) = 0, 0 ≤ t ≤ T, x ∈ ∂Ω, (2)



Section. Optimal processes and Differential games 43

z (0, x) = z0 (x) ,
∂z

∂t

∣∣∣∣
t=0

= z1 (x) , x ∈ Ω, (3)

где z = z (t, x) – неизвестная функция, T – произвольная положительная
константа, z0(·), z1(·) – начальная функция скорость. Управлениями являют-
ся измеримые функции u (·, ·) ∈ L2 (QT ) ,
гдеQT = {(t, x) |t ∈ (0, T ) , x ∈ Ω} , положим ST = {(t, x) |t ∈ (0, T ) , x ∈ ∂Ω}.

В [1] доказано, что при любых u (·, ·) ∈ L2 (QT ) и z0(·) ∈
◦
W 1

2 (Ω) ,
z1(·) ∈ L2 (Ω) задача (1)-(3) имеет единственное решение z = z (t, x) в классе
W 2

2 (QT ) , где W 2
2 (QT ) – гильбертово пространство, состоящее из элементов

пространства L2 (QT ) , имеющих квадратично суммируемые по QT обобщен-
ные производные первого и второго порядков из L2 (Ω).

Известна, что эллиптический оператор A имеет дискретный спектр, т.е.
собственные значения λk, 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ... и соответствующие собственные
функции ϕk (x) , x ∈ Ω, составляющие полную ортонормированную систему в
L2 (Ω) [1-2]. Далее, исследуем слабую и сильную инвариантность постоянного
множества [3-5] D (t) = [0, b] , 0 ≤ t ≤ T, где b – положительная констан-
та. Через U обозначим совокупность всех допустимых управлений, которая
соответственно определяется положительных числах ρ.

Определение. Множество D (t) , 0 ≤ t ≤ T, называется сильно
инвариантным относительно системы (1), если для любых

∥∥z0(·)
∥∥ ∈

D (0) ,
∥∥z1 (·)

∥∥ ≤ и u (·, ·) ∈ U выполняется включение 〈z(t, ·)〉 ∈ D (t) , при
всех 0 ≤ t ≤ T, где 〈〉 – соответствующая норма, z(·, ·) – соответствующее
решение задачи (1)-(3).

Определение. Множество D (t) , 0 ≤ t ≤ T, называется слабо
инвариантным относительно системы (1), если для любых

∥∥z0(·)
∥∥ ∈

D (0) ,
∥∥z1 (·)

∥∥ ≤ существует управление u (·, ·) ∈ U такое, что 〈z(t, ·)〉 ∈
D (t) при всех 0 ≤ t ≤ T .

Наша дальнейшая цель является нахождений связи между параметрами
T, b, ρ таким образом, чтобы обеспечить сильную или слабую инвариантность
множества D (t) на отрезке времени [0, T ] относительно системы (1).
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Об условиях оптимальности в минимаксной задаче для
дифференциальных включений с параметрами

С.Отакулов, Г.Д.Собирова
Самаркандский государственный университет

otakulov52@mail.ru

Управляемые дифференциальные включения составляют отдельный
класс, представляющий интерес в качестве один возможных моделей систем
управления в условиях неопределенности (информационные ограничения) [1-
4]. Дифференциальные включения с параметрами представляют интерес при
исследовании моделей систем управления, учитывающих допустимые измене-
ния структуры системы и (или) множества допустимых управлений. Для та-
ких моделей большое значение имеет вопросы управления ансамблем траек-
торий системы [5]. Возникающие при этом задачи относятся к классу неглад-
ких задач оптимального управления.

Рассмотрим динамическую систему без единственности, для которой ука-
заны класс входных управлящих воздействий u = u(t), t ∈ T = [t0, t1], а
выходные координаты n-мерного состояния x = x(t), t ≥ t0, определяются
как траектории дифференциального включения

ẋ ∈ A(t)x+ b(t, u, q), x(t0) ∈ X0, u ∈ U(q), q ∈ Q, t ∈ [t0, t1], (1)
где A(t) – n×n-матрица, b(t, u, q) – компакт Rn, U ⊂ Rm, Q ⊂ Rν. Здесь про-
цесс управления зависит от выбора параметра q, которое может характеризо-
вать степень воздействия внешних сил или возможные изменения в структуре
системы управления. Итак, параметр q в системе (1) является важным эле-
ментом, причем его идентификация существенно зависит от конкретной цели
управления.

Для системы управления (1) будем предполагать: 1) элементы матрицы
A(t) суммируемы на T ; 2) отображение (t, u, q)→ b(t, u, q) измеримо по t ∈ T
и непрерывно по (u, q), причем существует суммируемая функция β(·), такая
что ‖b(t, u, q)‖ ≤ β(t), ∀t ∈ T, u ∈ U(q), q ∈ Q. Пусть UT (Q) – множество
всех измеримых ограниченных управлений; X(t1, u, q) – множество достижи-
мости дифференциального включения (1) в момент времени t1.

Рассмотрим минимаксную задачу управления для системы (1):

max

{
ν∑
i=1

min
yi∈Yi

(yi, P ξ) : ξ ∈ X(t1, u, q)

}
→ min, u ∈ UT (Q), q ∈ Q (2)
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где Yi – компакт из Rs, P – s×n-матрица. Данная задача отличается неглад-
костью критерия оценки качества управления. Будем изучать необходимые
и достаточные условия оптимальности в задаче (2).

Обычно в задачах управления ансамбля траекторий дифференциальных
включений возникают различные негладкие функционалы, оптимизация ко-
торых следует от цели управления. Исследование каждой такой задачи сле-
дует провести с учетом структуры системы управления и критерия качества.

Пусть Y = Y1×Y2×···×Yν; coY – выпуклая оболочка множества Y ; ψ(t, y)
– решение системы ψ̇ = −A′(t)ψ, ψ(t1, y) = P ′y; C(D,ψ) – опорная функция

множества D, µ(y) = C(X0, ψ(t0, y)) + min
q∈Q

t1∫
t0

min
v∈V

C(b(t, v, q), ψ(t0, y))dt.

Теорема. Для того, чтобы u∗(t), t ∈ T , был оптимальным управлени-
ем, q∗ – оптимальным значением параметра q в задаче (2) необходимо и
достаточно существование y∗ ∈ coY , такого, что µ(y∗) = min

y∈coY
µ(y) и вы-

полнение условий:

а) min
q∈Q

t1∫
t0

min
u∈U(q)

C(b(t, u, q), ψ(t, y∗))dt =
t1∫
t0

min
u∈U(q∗)

C(b(t, u, q∗), ψ(t, y∗)dt

б) C(b(t, u∗(t), q∗), ψ(t, y∗)) = min
u∈U(q∗)

C(b(t, u, q∗), ψ(t, y∗)) п.в на T .

Полученные необходимые и достаточные условия оптимальности показы-
вают, что решение бесконечномерной экстремальной задачи (2) можно свести
к решению конечномерных экстремальных задач.
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Достаточные условия оптимальности в негладкой
задаче управления для дифференциального включения

С.Отакулов1, Т.Т.Хайдаров2

1Самаркандский государственный университет
2Джизакский политехнический институт

otakulov52@mail.ru

В математической теории оптимальных процессов важное место занимают
задачи управления в условиях неопределенности (неполноты информации),
т.е. модели, возникающие в результате учета таких важных факторов, как
неточность исходных данных, запаздывание информации, неполнота инфор-
мации о параметрах внешних сил возмущения, и т.п. [1, 2]. Многие задачи
управления в условиях неопределенности могут быть исследованы с приме-
нением математического аппарата дифференциальных включений с парамет-
рами. Развиваются исследования задач оптимизации для дифференциаль-
ных включений с запаздываниями, дифференциальных включений с нечет-
кой правой частью и других классов дифференциальных включений и их
дискретных аналогов [3-6]. Возникающие при этом задачи относятся к клас-
су негладких задач оптимального управления.

Рассмотрим дифференциальное включение
dx

dt
∈ A(t)x+ b(t, u), t ≥ t0, x(t0) = x0 (1)

где x − n-вектор состояния, u − m-вектор управления, u ∈ V – выпуклый
компакт из Rm, A(t) – n×n-матрица, b(t, u) – непустой компакт из Rn. Пред-
положим, что: 1) элементы матриц A(t) и Ai(t), i = 1, n, суммируемы на
T = [t0, t1]; 2) отображение (t, u) → b(t, u) измеримо по t ∈ T и непрерывно
по u ∈ V, причем sup

γ∈b(t,u)

‖γ‖ ≤ β(t), ∀(t, u) ∈ T × V , β(t) – суммируемая на

T функция. Пусть U(T ) – множество всех измеримых допустимых управле-
ний; H(u, x0) – множество всех абсолютно непрерывных траекторий системы
(1). При заданных условиях множество H(u, x0) непусто и предкомпактно в
Cn(T ).

Рассмотрим следующую минимаксную задачу:
sup

x(·)∈H(u,x0)

J(x(·))→ min, u(·) ∈ U(T ) (2)

где J(x(·)) = g(x(t1)), g(ξ) = max
i=1,N

min
zi∈Zi

(zi, ξ), zi, i = 1, N , – замкнутые огра-

ниченные множества из Rn. Будем изучать вопрос построения оптимального
управления в данной задаче.

Задачу (2) можно представить так: supg(ξ)
ξ∈X(t1,u,x0)

→ min, u ∈ U(T ). Здесь
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X(t, u, x0) =
{
ξ ∈ Rn : ξ = x(t), x(·) ∈ H(u, x0)

}
, t ∈ T .

Используя представление выпуклых компактов X(t, u, x0), t ∈ T , с
помощью фундаментальной матрицы решений F (t, τ) уравнения ẋ =
A(t)x, F (τ, τ) = E и применяя теорему о минимаксе [1], получим:

sup
ξ∈X(t1,u,x0)

g(ξ) = max
i=1,N

min
zi∈coZi

[(F (t1, t0)x
0, zi)+

t1∫
t0

C(F (t1, t)b(t, u(t)), zi)dt], (3)

где coZi – выпуклая оболочка Zi, (Q,ψ) = sup
q∈Q

(q, ψ) – опорная функция

Q ⊂ Rn.
Теорема Для оптимальности управления u∗(t), t ∈ T , достаточно су-

ществование номера i∗, 1 ≤ i∗ ≤ N , удовлетворяющего условию max
i=1,N

µ∗i =

µ∗i∗,

µ∗i = min
zi∈coZi

[(F (t1, t0), zi) +

t1∫
t0

(F (t1, t)b(t, u
∗(t)), zi)dt], (4)

и z∗i∗ ∈ coZi∗ – точки глобального минимума функции

µ(zi) = (F (t1, t0x
0), zi) +

t1∫
t0

min
v∈V

C(F (t1, t)b(t, v), zi)dt (5)

а также выполнение для почти всех t ∈ T условия
min
v∈V

C(F (t1, t)b(t, v), z∗i∗) = C(F (t1, t)b(t, u
∗(t)), z∗i∗) (6)
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Об одной специальной задаче управления с
запаздыванием

С.Очилов1, Ш.Раджабов2

1 Самаркандский государственный университет
2 Ташкентский государственный физкультурный университет

В работе рассматривается задача минимизации времени прохождения об-
ласти управляемым объектом, описываемом линейной системой с запаздыва-
нием.

В задачах оптимального управления, связанных с экологией, возникает
проблема, когда требуется найти траекторию динамической системы, кото-
рая за минимальное время находится в заражeнной области, причeм это об-
ласть может перемещаться со временем. Если в задаче оптимального быст-
родействия оставить все условия теми же, а в интегральном функционале
подынтегральную функцию заменить функцией

f 0(x, u) ≡ δ(x, u) =

{
1, если x ∈ D
0, если x 6∈ D (1)

то время нахождения траектории x(·) в заданной, возможно движущейся об-
ласти, выражается интегралом

I ≡ T (x(·)) =

1∫
0

δ (x(t), u(t), t) dt, (2)

гдеD – заданная зараженная область. Особенность функционала (2), состоит
в том, что в нем подынтегральная функция разрывная, что непозволяет пря-
мое использование классических результатов теории оптимальных процессов
[1]. Поэтому еe исследование представляет определeнной трудности.

В данной работе рассматривается случай, когда заданная область выпук-
ла и не зависит от времени [2]. Предполагается, что области начальных и
конечных состояний не пересекается с заданной области. Получены необхо-
димые условия оптимальности в форме принципа максимума Понтрягина.

Пусть движение объекта описывается системой ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t −
h)+Bu(t), где x(t) – n-мерная вектор-функция состояния, A, A1, B – матри-
цы соответствующих размерностей, h > 0, u(t) – m-мерная вектор-функция
управления из заданного класса кусочно-непрерывных вектор-функций U
при t ∈ [0; 1]. Задаются также множество

M1 =
{
x ∈ Rn : ϕj(x) ≤ 0, ϕj(x) ∈ C(1), j = 1, ..., s

}
,
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и многозначное отображение.
M(t) = {x ∈ Rn : ϕ0(x, t) ≤ 0, t ∈ [0, 1]} ,

где ϕ0(x, t) – выпуклая функция по обоим переменным, а также начальное
условие x(t) = x0(t), t ∈ [−h, 0] , удовлетворяющие условиям M1 ∩M(1) =
∅, x(0) /∈M(0).

Требуется выбрать управление u ∈ U так, чтобы x(1) ∈ M1, а время, в
течение которого выполнено включение x(t) ∈M(t), было минимальным.
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О задаче убегания в одной двумерной
дифференциальной игре

Н.М.Умрзаков, Б.Комилжонов
Андижанский государственный университет

umrzaqov2010@mail.ru

Рассмотрим квазилинейную дифференциальную игру убегания
ż = Cz − f (u, v) + a (1)

где z ∈ R2, C : R2 → R2 – линейное отображение, u-параметр преследую-
щего, v-параметр убегающего, u ∈ U, v ∈ V, U и V непустые компактные
множества, f : U × V → R2 – непрерывная функция, a ∈ R2 – заданный
вектор. Терминальное множества M – начало координат плоскости R2.

В настоящей работе, примыкающей к исследованиям [1,2], продолжено
изучение задачи уклонения от встречи (с точкой 0) для двумерных игр. В ней
получено более общее достаточное, гарантируются возможность уклонения из
всех начальных точек, отличных от 0. В конце работы рассмотрены примеры,
иллюстрирующие наш основной результат.

При конструировании значения v(t) параметра v ∈ V в каждый момент
времени t ≥ 0 используются значения u(t) и z(t) параметра u ∈ U и фазового
вектора z в тот же момент времени t. Через φ (t) = (φ1 (t) , φ2 (t)) обозначим
траекторию системы

ż = Cz + a (2)
проходящую при t = 0 через точку 0: φ (0) = (φ1 (0) , φ2 (0))

Пусть
Π = {(φ1 (t) , φ2 (t)) : −∞ < t ≤ 0} (3)
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Если a = 0, т.е. a2
1 + a2

2 = 0, то Π = {0}.
Предположим a1 6= 0. Тогда в силу (2) φ̇1 = a1 6= 0. Значит, уравнение z1 =

φ1 (t) однозначно разрешимо относительно t : t = f (z1) , |z1| ≤ δ, δ > 0,
причем f(z1)аналитическая функция. Далее, имеем z2 = φ2 (t) = φ2 (f (z1)) =
g (z1). Ясно, что уравнение

z2 = g (z1) , −δ ≤ z1 ≤ 0 (4)
описывает часть линии Π, примыкающую к точке 0. Очевидно, существует
число t1 < 0 такое, что z1 (t1) = −δ.

Теорема. Если выполнены условия:
a) 0 ∈

⋂
u∈U

f (u, V ) ;

b) для любого δ0, t1 ≤ δ0 < 0 существует такое T, δ0 < T ≤ 0, что

N = min
u∈U

max
v∈V

∣∣∣g′ (z1 (T )) f1 (u, v)− f2 (u, v)
∣∣∣ > 0, (5)

то в игре (1) возможно убегание.

Литература
[1] Крамаровский В.Б. Об одном классе квазилинейных дифференциальных игр. Т.:

УзМЖ, 1992. №3-4. С. 65-71.

[2] Сатимов Н.Ю., Рихсиев Б.Б. Методы решения задачи уклонения от встречи в мате-
матической теории управления. Т.: изд-во ФАН, 2000, 176 с.

О локально-инерционных управлениях в линейных
дифференциальных играх убегания

Л.П.Югай
Алмалыкский филиал НИТУ МИСиС, Узбекистан

Рассматривается линейная дифференциальная игра убегания [1]
ż = Cz − u+ v + a, (1)

где z ∈ Rn, C – (n× n)-матрица, u ∈ P, v ∈ Q, P и Q – непустые компакты
из Rn, терминальное множество M – линейное подпространство Rn, a ∈ Rn
– заданный вектор. Управлениями игроков(преследователя и убегающего)
являются измеримые функции u = u (t) ∈ P и v = v(t) ∈ Q соответственно.

Н.Сатимов в работе [2] ввел два новых класса управлений преследующего
игрока D и D(r,∆), которые были названы классами инерционности управ-
лений, а сами управления – инерционными:

D – множество равностепенно непрерывных функций u = u (t) ∈ P, t ∈
[0,+∞).

D(r,∆) – множество функций u = u (t) ∈ P, определенных и измеримых
на [0,+∞) таких, что, для любой функции из этого множества выполняется
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условие:
|u (t1)− u (t2)| ≤ r при всех t1, t2 ∈ [0,+∞) , |t1 − t2| ≤ ∆,

где r и ∆ – константы.
В [2] Н.Сатимовым были доказаны теоремы об убегании для линейных

дифференциальных игр (1), когда преследователь применял инерционные
управления из классов D или D(r,∆). В этом случае частично разрешалась
известная в теории убегания µ-проблема Л.С.Понтрягина [1].

Несколько ранее, в тех же целях, идея сужения класса управлений для
преследователя была реализована М.С.Никольским в [3] при исследовании
обобщенного контрольного примера Л.С.Понтрягина.

В целях равноприменяемости управлений игроками нами предложены
следующие классы управлений преследующего и убегающего игроков:

LP (t0,∆) – класс измеримых управлений преследователя u = (t) ∈ P,
t ≥ t0, таких, что на каждом отрезке [t0, t0 + ∆] выполняются условия:

А) u (ti) = ui ∈ P ;
В) |u (t)− u (ti)| ≤ γ|t− ti|α, t ∈ [ti, ti+1) , где i = 1, 2, . . . , p, p ∈ N,

ti ∈ T = {t0 < t1 < . . . < tp = t0 + ∆} , T – произвольное разбиение отрез-
ка [t0, t0 + ∆] , γ ≥ 0, α > 0, ∆ > 0 – константы.

Аналогично вводится класс управлений LQ(t0,∆) убегающего игрока.
Dc(P ) (Dc(Q)) – класс (множество) кусочно-постоянных функций со зна-

чениями из P (Q), и таких, что каждая функция имеет на произвольном от-
резке [t0, t0 + ∆], t0 ≥ 0, ∆ > 0, конечное число точек разрыва первого рода,
в которых непрерывна справа.

Классы Dc(P ), Dc(Q), LP (t0,∆) и LQ(t0,∆) будем называть, следуя [2],
классами локально-инерционных управлений.

Для локально-инерционных управлений игроков Dc(P ) и Dc(Q) теорема
о возможности убегания доказана в [4].

Если обоим игрокам (преследователю и убегающему) предписать исполь-
зовать локально-инерционные управления из классов LP (t0,∆) и LQ(t0,∆)
соответственно, то для для линейной дифференциальной игры (1) справед-
лива теорема об убегании.
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Let τ k = (V, L) be a Cayley tree of order k, i.e, an infinite tree such that
exactly k + 1 edges are incident to each vertex. Here V is the set vertices and L
is the set of edges of τ k.

Let Gk denote the free product of k + 1 cyclic groups {e, ai} of order 2 with
generators a1, a2, . . . , ak+1, i.e., let a2

i = e (see [3]).
There exists a one-to-one correspondence between the set V of vertices of the

Cayley tree of order k and the group Gk (see [1], [2]).
Assume that spin takes its values in the set Φ = {0, 1, 2}. By a configuration

σ on V we mean a function taking σ : x ∈ V → σ(x) ∈ Φ. The set of all
configurations coincides with the set Ω = ΦV .

Consider the quotient group Gk/G
∗
k = {H1, ..., Hr}, where G∗k is a normal

subgroup of index r with r ≥ 1.

Definition. A configuration σ(x) is said to be G∗k – periodic, if σ(x) = σi for
all x ∈ Gk with x ∈ Hi. A Gk – periodic configuration is said to be translation
invariant.

Let M be the set of all unit balls with vertices in V . By the restricted
configuration σb we mean the restriction of a configuration σ to a ball b ∈M . Let
cb denote the center of a unit ball b.

SOS model with G
(2)
k – periodic external field is defined according to the

following Hamiltonian:
H(σ) = −J

∑
〈x,y〉∈L

|σ(x)− σ(y)|+
∑
x∈V

αxσ(x), (1)

where J, αx ∈ R and

αx =

{
α1, if x ∈ G(2)

k

α2, if x ∈ G\G(2)
k

, where α1 6= α2 and G(2)
k = {x ∈ Gk : |x| is even} .

52
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The energy of a configuration σb on b is defined by the formula:

U(σb) = −1

2
J

∑
x:〈x,cb〉∈L

|σ(x)− σ(cb)|+ αcbσ(cb). (2)

Definition. A configuration ϕ is called a ground state of the Hamiltonian (1),
if U(ϕb) = min {U1(σb), U2(σb), U3(σb), ..., U29(σb)} for all b ∈M .

For a fixed m = 1, 2, 3, ..., 29, we set
Am =

{
(J, α1, α2) ∈ R3 : Um = min {U1(σb), U2(σb), U3(σb), ..., U29(σb)}

}
.

It is studied the case k = 2.
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Consider a Cauchy problem
ż = f(z), z(0) = z0, (1)

where z ∈ Rd. Let by one-step numerical method
zn+1 = zn + F (zn, h) (2)

a priori it is found that system (1) has a supposedly closed trajectory passing
through a neighborhood of the point z0, zn ≈ z(nh) is the approximate value of
the solution z(t) of system (1) at time t = nh, h – step of integrating.

In real calculations, due to rounding of the results of arithmetic operations on
a computer, instead of the sequence zn one obtains another sequence of vectors
ζn.

These sequences satisfy a scheme similar to scheme (2) with another rounded
function F̃ , that is,

ζn+1 = ζn + F̃ (ζn, h)
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An approach is widely spread in the literature that, based on the behavior of
the sequence zn and even ζn, it is concluded that there exists a closed trajectory.
Of course, without proper justification, such kind of conclusions may not be true.

Let a hyperplane passes through the point z0 that is transverse (or conveniently
perpendicular) to the vector f(z0). In this hyperplane, we introduce the coordinate
system and take the specific setD as the domain of the Poincaré map P : D → Rd.
If it turns out

P (D) ⊂ D (3)
then from the Brouwer’s theorem [2] it follows that the Poincaré map has a fixed
point ie ∃z∗ ∈ D,P (z∗) = z∗. This is in the language of dynamical systems,
means the existence of a closed trajectory of system (1). For d = 2 in many cases,
the relation (3) can be established relatively simply than the case of d ≥ 3.

In the talk, according to the differences z(t)− z(nh), z(nh)− zn and zn− ζn,
the algorithm for constructing the Poincaré map will be demonstrated for the
three and four-dimensional brusselator models using the DN-tracking method [3].
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On Absolutely Continuous Solutions of Pfaff Equations

A.O.Begaliyev
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One of the classical types of differential equations is
ω = a0 (X) dX0 + a1 (X) dX1 + . . .+ an (X) dXn = 0, (1)

called a Pfaff equation (where X = (X0, X1, . . . , Xn) ∈ D, D ⊂ Rn+1
)
.

Equation (1) defines a field of hyperplanes that is not always integrable, i.e.
there may not exist a hypersurface tangent in each its point to the hyperplane
of the field (1) [1]. If coefficients ai (X) , i = 0, 1, 2, . . . , n are continuously
differentiable in D then necessary and sufficient condition of integrability of (1)
will be given by Frobenius criterion [1]-[4]:

ω ∧ dω = 0. (2)
Under the condition (2) there is a single integral surface passing through each

point X0, X0 ∈ D, if the last not singular i.e. ai
(
X0
)
6= 0 at least for one
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i = 0, 1, 2, . . . , n. We emphasize that the Frobenius’s criterion is a condition of
integrability in a whole, i.e. concerns all points of the domain D.

For definiteness assume a0 (X) 6= 0 in some neighbourhood of a point X0,
that will be denote by D again. Then the equation (1) becomes equivalent to the
system

∂u

∂xi
= fi (x, u) (3)

where u = X0, x = (x1, x2, . . . , xn) , xj = Xj, fj (x, u) = −aj (X) /a0 (X) ,
f = (f1, f2, . . . , fn) , j = 0, 1, 2, . . . , n, X0 = (x0, u0) .

It is obvious that the formulation of Frobenius integrability condition in the
form (2) is meaningless without an assumption of differentiability of functions
fj, j = 1, 2, . . . , n. Therefore, first of all we should reformulate the criterion of
integrability in the convenient form.

Сonsider a Cauchy problem for the system (3). Suppose fi are defined in the
domain D, D ⊂ Rn+1 and

(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
i , u

0
)
∈ D. Our aim is to find a solution

u (x) from the class C1, satisfying the system (3) and the condition u|xi=x0i = u0
i .

Theorem. Let fi are continuous functions in the domain D. Then the
following propositions are equivalent:
a) the Cauchy problem for the system (3) is solvable for any

(
x0
i , u

0
)
∈ D;

b) for any
(
x0
i , u

0
)
∈ D integral equations

u ([x]k) = u
(
[x]k−1

)
+

xk∫
x0k

fk {[x]sk , u ([x]sk)}ds (4)

have coinciding solutions, where [x]k =
(
x1, x2, . . . , xk, x

0
k+1, . . . , x

0
n

)
,

[x]sk =
(
x0

1, x
0
2, . . . , x

0
k−1, s, xk+1, . . . , xn

)
, [x]n = x, k, s = 1, 2, . . . , n.

Corollary. If the functions fi are continuously differentiable, then the
Frobenius’s condition is equivalent with the statement a) and b) of Theorem.
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Consider the following set

S =

{
(x, y) ∈ R2n|xi ≥ 0, yi ≥ 0,

∑
i

xi 6= 0,
∑
i

yi 6= 0,
∑

(xi + yi) = 1

}
.

We call the partition into types hereditary if for each possible state z ∈ S
describing the current generation, the state z′ ∈ S is uniquely defined describing
the next generation. This means that the association z → z′ defines a map W :
S → S called the evolution operator[1].

For any point z(0) ∈ S the sequence z(t) ∈ W
(
z(t−1)

)
, t = 1, 2, . . . is called

the trajectory of z(0).

If z′ = (x′1, . . . , x
′
n, y

′
1, . . . , y

′
n) is a state of the system gens in the next

generation then by the rule [2] we get the evolution operator W : S → S defined
by

W :

 x′k =
a
∑n
i=1

∑n
p=1 θipkxiyp∑n

i=1 xi
∑n
p=1 yp

,

y′k =
(1−a)

∑n
i=1

∑n
p=1 θipkxiyp∑n

i=1 xi
∑n
p=1 yp

(1)

where k = 1, . . . , n.

Our goal is to study dynamical systems generated by operator (1).
For a ∈ (0, 1) we denote

Sa =

{
z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ S :

n∑
i=1

xi = a,
n∑
j=1

yj = 1− a

}
.

The restriction on Sa of the operator W, denoted simply by Wa, has the form

Wa :


x′k = (1− a)−1

n∑
i=1

n∑
p=1

θipkxiyp,

y′k = a−1
n∑
i=1

n∑
p=1

θipkxiyp
(2)

where k = 1, . . . , n.

Denote β = 1−a
a . A point z ∈ Sa is called a fixed point of Wa if Wa(z) = z.
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We consider the special case of the operator Wa:

U :


x′k = a−1xixp, k = 1, . . . , n, k 6= l

x′l = a−1

(
xlxj +

n∑
i=1

∑
p6=
xixp

)
(3)

Theorem 1. 1) If j = l then the operator (3) has unique fixed point x =
(0, . . . , 0, a, 0, . . . , 0) ;

2) If j 6= l then (4) has fixed points

x1,l =

0, . . . , 0, a︸ ︷︷ ︸
l

, 0, . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−l

 , x2,j =

0, . . . , 0, a︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

 .

Theorem 2. Let x(0) =
(
x

(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)
be an initial point.

1) If j = l then lim
m→∞

Um
(
x(0)
)

= lim
m→∞

x(m) =

0, . . . , 0, a︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . 0︸ ︷︷ ︸
n−j

 .

2) If j 6= l then lim
m→∞

Um
(
x(0)
)

= lim
m→∞

x(m) =

{
x1,l, if x

(0)
j 6= a

x2,j, if x
(0)
j = a
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Many problems of ergodic theory, statistical mechanics, information theory,
biology and medicine reduced to investigate infinite sequences spaces (see for
instance [1], [2]).

In present paper we study infinite binary sequences associated by irrational
rotation on the circle. The simplest of such kind sequences is called Sturmian
sequences and at this time very well studied (see for instance [3]).

Let fθ(x) = x + θ mod1 x ∈ S1 = R1/Z1 ∼= [0, 1) be a linear rotation with
irrational θ ∈ [0, 1). Fix a number b ∈ [0, 1). Consider the partition P0(θ, b) :=
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{[0, b), [b, 1)} of the circle. Define the coding function νθ,b : S1 → {0, 1} :

νθ,b(x) :=

{
1, if x ∈ [0, b),
0, if x ∈ [b, 1).

(1)

Consecutively,

νθ,b(f
i
θ(x)) :=

{
1, if x ∈ f−iθ ([0, b)),
0, if x ∈ f−iθ ([b, 1)).

(2)

Take any x ∈ S1. The corresponding infinite sequence ω := ω(x) of zeros and
ones we define as

ω = (ω0ω1...ωn...) := (νb(x) νb(fθ(x))...νb(f
n
θ (x))...)

Denote the collection of such admissible infinite words Ωω(θ, b) i.e.
Ωω(θ, b) = {ω(x), x ∈ S1}.

The complexity function of infinite word ω assigns to each positive integer n
the number pω(n) of distinct subwords of length n of ω. An infinite word ω is
Sturmian if for all n ≥ 1, pω(n) = n + 1. In the case, b = 1 − θ the word ω(x)
is Sturmian for any x ∈ S1 and moreover admits many interesting properties
(see [1], [4]). The present paper in some sense continues and completes the above
works.

We study the complexity functions for all b ∈ [0, 1).
Denote r(n) the number of right special factors of length n and

k0 = minn≥1(n, r(n) = 2).

Theorem. Let fθ be the linear rotation to the irrational angle θ and the points
0 and b lies not on the same orbit. Suppose n ≥ k0.
Then the followings are hold
1. If 0 < θ < b, then p(n) = 2n for all n ≥ 1
2. If 0 < b < θ, then

p(n) :=

{
n+ 1 if n < k,

2n− k if n ≥ k.
(3)
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Cryptography is defined as the science or study of the techniques of secret
writing. It is the art or science encompassing the principles and methods of
transforming an intelligible message (plain text) into one that is unintelligible
(cipher text) and then transforming that message back to its original form [1].
Cryptography is considered to be a branch of both mathematics and computer
science. They are affiliated closely with information theory, computer security,
and engineering.

Hill Ciphers are an application of linear algebra to cryptology (the science
of making and breaking codes and ciphers). It was introduced by Lester S. Hill
[8]. The core of Hill cipher is matrix manipulations. For encryption, algorithm
takes m successive plain text letters and instead of that substitutes m cipher
letters. In the Hill cipher, each character is assigned to a numerical value like
a = 0, b = 1, . . . , z = 25. The substitution of cipher text letters in the place
of plain text letters leads to m linear equation and simply can be written as
C ≡ KP mod 26, where C and P are column vectors of length m, representing
the plain text and cipher text, respectively, andK is anm×mmatrix, which is the
encryption key. The inverse of a matrix K is needed in the process of decryption.
It satisfies condition KK−1 ≡ K−1K ≡ I mod 26, where I is an identity matrix.
The encryption process is C = Ek(P ) = Kp. Whereas, the decryption is P =
Dk(C) = K−1C = K−1Kp = P .

Many researchers developed different methods to improve the quality of Hill
Cipher. Some applications of Number Theory to Cryptography was investigated
by [2]. Based on the modulo arithmetic concept, she developed a number of
encryption methods by employing the Cipher Digraphic [9], RSA [10] and LUC
[11] systems. The system called Cipher Digraphic Polyfunction in the form of
C

(t)
2×j ≡ At

2×2P2×j mod N with (|A2×2|, N) =1 and |A2×2| 6= 0 and At
2×2 6= I for

t ∈ 1, 2, 3, . . . is developed and its weaknesses are investigated.
The encryption from monofunction transformation is extended to Cipher

Digraphic Polyfunction transformation modulo N with different encryption keys
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used in every transformation [3]. An encryption of Cipher Digraphic Polyfunction
is defined as C(t)

2×j ≡
∏t−1

u=0A
(t−u)
2×2 P2×j mod N , |A(t)

2×2| 6= 0 and (|A(t)
2×2|, N) = 1

for every t = 1, 2, 3, . . ., then P2×j has a unique solution and the decryption
algorithm is defined as P2×j ≡ (

∏t−1
u=0A

(t−u)
2×2 )−1C

(t)
2×j mod N . They also stated

condition
∏t−1

u=0A
(t−u)
2×2 6≡ I mod N to be held, so that the cipher text would not

be the same as plain text.
According to [5], the decryption process requires using an inverse of matrix but

the matrix’s inverse does not always exist. If the matrix is not invertible, then the
encrypted text cannot be decrypted. They noticed the problem of non-invertible
matrix key in Hill Cipher and proposed methods of generating self-invertible
matrices based on modular arithmetic. This is to make sure that the encrypted
text can be decrypted. They are focusing on generating self-invertible matrix
3 × 3 and n × n for n is even. This technique can eliminate the computational
complexity involved in finding inverse of the matrix during decryption process.
They proposed a method of generating of self-invertible n× n matrix where n is
even.

The effect of self-invertible matrix on Cipher Tetragraphic Trifunction were
presented by [7]. The authors gave some solutions for L3

2×2 ≡ A2×2 mod N . As
a result, they choose the L2×2 so that A is not in the form of A ≡ 0 mod N ,
A ≡ I mod N , lower and upper triangular matrix A. Furthermore, the use of a

secret key L4×4 ≡
[

L2×2 I − L2×2

I + L2×2 −L2×2

]
mod N should be avoided in order to

enhance the security of Cipher Tetragraphic Trifunction transformations, C(t)
4×4 ≡

Lt4×4P4×4mod N where t ∈ 1, 2, 3.
Several definitions and theorem (refer to [1, 2, 3, 5]) that should be understood

in this paper are as follows:

Definition. Let N be any positive integer. Let us say that the encryption key
for every transformation t be an i× i matrix A(t)

i×i mod N . Encryption algorithm
of plain text Pi×j for the first transformation will produce a cipher text C(1)

i×j

through C(1)
i×j ≡ A

(1)
i×iPi×j mod N which is called Cipher Polygraphic Monofunction

Transformation. Next, the cipher text C(1)
i×j was translated into a cipher text C(2)

i×j

at the second transformation through C
(2)
i×j ≡ A

(2)
i×iC

(1)
i×j mod N which is called

Cipher Polygraphic Difunction Transformation. After that, the cipher text C(2)
i×j

was translated into a cipher text C(3)
i×j at the third transformation through C(3)

i×j ≡
A

(3)
i×iC

(2)
i×j mod N which is called Cipher Polygraphic Trifunction Transformation.

Further, the equation of Cipher Polygraphic Polyfunction Transformation is
C

(t)
i×j ≡ A

(t)
i×iC

(t−1)
i×j mod N. The transformation can be simplified as C(t)

i×j ≡
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At
i×iPi×j mod N if all the secret keys A(t)

i×i are similar.

In this research, we used i = 6 so that it is called Cipher Hexagraphic
Polyfunction. Whereas, all the secret keys A

(t)
6×6 are similar so that the

transformation can be simplified as C(t)
6×j ≡ At

6×6P6×j mod N . Cipher Hexagraphic
Polyfunction Transformation is constructed based on the following theorem.

Theorem. Let Cipher Hexagraphic Polyfunction Transformation be defined
as Definition 2.6. Say that the determinant for A6×6 is not a zero and
(|A6×6|, N) = 1, so P6×j have unique solutions and the decryption algorithms
are as follows:C(t−1)

6×j ≡ A−1
6×6C

(t)
6×jmodN, C

(t−2)
6×j ≡ A−1

6×6C
(t−1)
6×j modN, . . ., C

(2)
6×j ≡

A−1
6×6C

(3)
6×jmodN, C

(1)
6×j ≡ A−1

6×6C
(2)
6×jmodN, P6×j ≡ A−1

6×6C
(1)
6×jmodN where A−1

6×6

is the inverse matrix for A6×6 which acts as the decryption key.

Definition. A is called a self-invertible matrix if A ≡ A−1 mod N . If A and
A−1 are n× n matrices of integers and if AA−1 ≡ A−1A ≡ I mod N , where I is
an identity matrix of order n, then A−1 is said to be an inverse of A modulo N .

We assume the encryption key A3×3 ≡

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 mod N and L3×3 ≡a b c
d e f
g h i

 mod N with a, b, c, d, e, f, g, h, i and aij for i, j = 1, 2, 3 are integers

such that L2
3×3 ≡ A3×3 mod N . To get L3×3, we need to solve simultaneous

equations as shown below.
a2 + bd+ cg ≡ a11 mod N , ab+ be+ ch ≡ a12 mod N , ac+ bf + ci ≡ a13 mod N ,
da+ed+fg ≡ a21 mod N , db+e2 +fh ≡ a22 mod N , dc+ef+fi ≡ a23 mod N ,
ga+hd+ig ≡ a31 mod N , gb+he+hi ≡ a32 mod N and gc+hf+i2 ≡ a33 mod N .
Now, we get some solutions for a Diagonal Matrix L2

3×3 ≡ A3×3 mod N as follows.

Proposition. Let L3×3 ≡

a b c
d e f
g h i

 mod N and b, c, d, f, g, h be relatively

prime with N . The solution to a diagonal matrix L2
3×3 mod N is L3×3 ≡a b c

d e f
g bc−1d−1fg i

 mod N, where a = 2−1(−bfc−1 + dcf−1 − fgd−1), e =

2−1(bfc−1 − dcf−1 − fgd−1) and i = 2−1(−bfc−1 − dcf−1 + fgd−1).

Also, obtaining the solutions for L2
3×3 ≡ A3×3 mod N where A3×3 is a

symmetric matrix as follows.
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Proposition. Let L3×3 ≡

a b c
d e f
g h i

 mod N and (2, N) = (b− d,N) = (c−

g,N) = (f−h,N) = 1. Then L3×3 with a = 2−1((fg−ch)(b−d)−1−(gb−dc)(f−
h)−1 +(hd−bf)(c−g)−1), e = 2−1((gb−dc)(f−h)−1−(hd−bf)(c−g)−1 +(fg−
ch)(b−d)−1) and i = 2−1((hd−bf)(c−g)−1−(fg−ch)(b−d)−1+(gb−dc)(f−h)−1)
are solutions to a symmetric matrix L2

3×3 mod N .

From Proposition 2.6, we obtained some corollaries.
Now, we apply the method of generating of self-invertible n×n matrices that

was mentioned in [5]. We choose n = 6 and Proposition 2.6. Consider L3×3 and

L6×6 as two secret keys. Let L3×3 ≡

a b c
d −a− fgd−1 f
g bc−1d−1fg −a− bfc−1

mod N with

a = 2−1(−fgd−1 + dcf−1 − bfc−1), where b, c, d, f, g, h are relatively prime with
N . This is the solution to a diagonal matrix L2

3×3 mod N using Proposition 2.6.
Now, let
A11 = L3×3 and

A22 ≡ −A11 ≡ −L3×3 ≡

−a −b −c
−d a+ fgd−1 −f
−g −bc−1d−1fg a+ bfc−1

mod N .

We choose k = 1, therefore

A12 ≡ k(I − A11) ≡

1− a −b −c
−d 1 + a+ fgd−1 −f
−g −bc−1d−1fg 1 + a+ bfc−1

mod N.
and
A21 ≡ I + A11 ≡ k−1(I + L3×3) ≡

≡

1 + a b c
d 1− a− fgd−1 f
g bc−1d−1fg 1− a− bfc−1

mod N.
Since L6×6 ≡

[
A11 A12

A21 A22

]
mod N .

Suppose k = 1, using similar procedure as mentioned above, we can get
another eight type of self-invertible matrices produced by L3×3 from Proposition
2.6 and its Corrolaries. Followed by finding the Effect of Self-invertible Key on
Cipher Hexagraphic Polyfunction.
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Models of interacting systems have been intensively studied in the last years
and new methodologies have been developed in the attempt to understanding
their intriguing features. One of the most promising directions is the combination
of statistical mechanics tools and methods adopted in dynamical systems. One of
such tools is the renormalization group (RG) which has had a profound impact
on modern statistical physics.In this work, we are interested in the following
question: how is the existence of the phase transition related to chaotic behavior
of the associated p-adic dynamical systems(this is one of the important question
in physics [1])? It is known that for this model there exists a phase transition if q
is divisible by p. We will show that, in the phase transition regime, the associated
p-adic dynamical system is chaotic, i.e. it is conjugate to the full shift.

We consider the p-adic Potts-Bethe function which for any periodic point of
that defines exactly one Gibbs measure on a Cayley tree of order k:

fθ (x) =

(
θx+ q − 1

x+ θ + q − 2

)k
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where |θ − 1|p < 1 and q ≥ 3 natural number. It is easy to check that if k = 2
then fθ has three fixed points: x0 = 1 and

x1,2 =
−2(q − 1)− (θ − 1)2 ± (θ − 1)

√
−4(q − 1) + (θ − 1)2

2
.

Theorem 1. Let k = 2. Then for the fixed points x0, x1, x2 of fθ the following
statements hold:

(i) x0 is an attracting fixed point;
(ii) x1 andx2 are repelling fixed points.

Now, we are going to describe basin of attraction A(x0) of the fixed point
x0 = 1. Let us denote

K = {x ∈ Qp : |x− x0|p < |qp|}.

Theorem 2. Let k = 2 and p ≥ 3. If 0 < |θ − 1|p < |q|p then A (x0) =⋃
n≥0 f

−n(K).

Theorem 3. Let k = 2, |θ − 1|p ≤ p−2n−1, r = |pn(θ − 1)|p for some n ≥ 0.
If X = B(x1, r) ∪ B(x2, r) then the dynamics (Jfθ , fθ, | · |p) is isometrically
conjugate to the full shift dynamics of two symbols. Here Jfθ =

⋂
n≥0 f

(−n)
θ (X).
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We will consider a semi-infinite Cayley tree Γ2
+ of second order, i.e.an infinite

graph without cycles with 3 edges issuing from each vertex except for x0 which
has only 2 edges.

Let denote the Cayley tree as Γ2
+ = (V, L), where V is the set of vertices and

L is the set of edges. Two vertices x and y, x, y ∈ V are called nearest-neighbors
if there exists an edge l ∈ Λ connecting them, which is denoted by l = 〈x, y〉. The
distance d(x, y), x, y ∈ V , on the Cayley tree Γ2

+, is the number of edges in the
shortest path from x to y. For a fixed x0 ∈ V we set

Wn = {x ∈ V |d(x, x0) = n}, Vn = {x ∈ V |d(x, x0) ≤ n}
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and Ln denotes the set of edges in Vn. The fixed vertex x0 is called the 0-th level
and the vertices in Wn are called the n-th level. For the sake of simplicity we put
|x| = d(x, x0), x ∈ V . Two vertices x, y ∈ V are called the next-nearest-neighbors
if d(x, y) = 2. The next-nearest-neighbor vertices x and y are called prolonged
next-nearest-neighbors if |x| 6= |y| and is denoted by 〉̃x, y〈. Three vertices x, y
and z are called a triple of neighbors, and they denoted by 〈x, y, z〉 if 〈x, y〉 and
〈y, x〉 are nearest-neighbors. The triple of vertices x, y, z ∈ V is called two level
and denoted 〈x, y, z〉 if y ∈ Wn and x, z ∈ Wn+1 for some n.

For the 3-state Potts model with spin values in Φ = {1, 2, 3}, the relevant
Hamiltonian with competing nearest-neighbor, prolonged next-nearest-neighbor
interactions and two-level triple-neighbor triple-neighbor interactions has the form

H(σ) = −J1

∑
〈x,y〉∈L

δσ(x)σ(y) − Jp
∑
〉x̃,y〈

δσ(x)σ(y) − Jt
∑
〈x,y,z〉

δσ(x)σ(y)σ(z), (1)

where J1, Jp, Jt ∈ R are coupling constants with J1 > 0, Jp < 0 and 〈x, y〉
stands for nearest-neighbors vertices and 〉x̃, y〈 stands for next-nearest-neighbor
interaction restricted to the sites belonging to the same branch and 〈x, y, z〉 two-
level triple-neighbor interactions.

In this paper we consider δσ(x)σ(y)σ(z) as follows

δσ(x)σ(y)σ(z) =

{
1 if σ(x) = σ(y) = σ(z)
0 otherwise

The case Jt = 0 was considered in [1]. Follow the papers [2] to produce the
recurrent equations, we consider the relation of the partition function on Vn to
the partition function on subsets of Vn−1. Let Z(n)(i1, i0, i2) be a partition function
on Vn where the spin in the root x0 is i0 and the two spins in the proceeding x1 and
x2 are i1 and i2, respectively. As shown in [2] one can select only five independent
variables Z(n)(1, 1, 1), Z(n)(2, 1, 2), Z(n)(1, 2, 1), Z(n)(2, 2, 2), Z(n)(3, 2, 3) and
with the introduction of new variables

u
(n)
1 =

√
Z(n)(1, 1, 1), u

(n)
2 =

√
Z(n)(2, 1, 2), u

(n)
3 =

√
Z(n)(1, 2, 1),

u
(n)
4 =

√
Z(n)(2, 2, 2), u

(n)
5 =

√
Z(n)(3, 2, 3),

and the total partition function is given in terms of (ui) by
Z(n) = (u

(n)
1 + 2u

(n)
2 )2 + 2(u

(n)
3 + u

(n)
4 + u

(n)
5 )2, (2)

where β is the inverse temperature and a = exp(βJ1), b = exp(βJp) and c =
exp(βJt/2). We note that, in the paramagnetic phase (high symmetry phase),
u1 = u4 and u2 = u3 = u5. For discussing the phase diagram, the following choice
of reduced variables is convenient:

x =
2u2 + u3 + u5

u1 + u4
, y1 =

u1 − u4

u1 + u4
, y2 =

u2 − u3

u1 + u4
, y3 =

u2 − u5

u1 + u4
. (3)

Theorem. If there exist such a > 0, b > 0, c > 0 that the basic equation (3)
has more than one positive invariant points than takes place phase transition for
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the model (1).
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The Polynomial Dynamical System with the Limit Set,
Consisting of N Connectivity Components

D.H.Ruzimuradova1, S.A.Kuchkarova2

1National University of Uzbekistan
2Tashkent Pedagogical University
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Consider a dynamical system
ż = f (z) , (1)

z ∈ Rd, d ≥ 2. It is known, if the ω-limit set Ω of dynamical system (1) is bounded,
then it is non-empty connected compact set [1]-[3]. Ω can be a point or a closed
trajectory in simple cases but in the general case Ω may have rather complicated
structure especially for d ≥ 3. The structure of Ω was studied rigorously when
d = 2 [4]-[6]. In this work, the polynomial system with the ω-limit set, consisting
of N connectivity components is constructed for a given natural number N ≥ 3.
The same task was considered in [7] and the polynomial system of the degree
10N − 1 was constructed. Here another polynomial system will be suggested that
has N connectivity components but its degree is 2N + 2 if N is odd, 2N + 3 if
N is even.

For that take the analytical function

F (x, y) =



1− y
m∏
i=1

(
i2 − x2

)
(1 + x2 + y2)m+1 ifN is odd,

1− yx
m∏
i=1

(
i2 − x2

)
(1 + x2 + y2)m+2 ifN is even,

where m is the integer part of N−1
2 .

It is easy to check that for the function F (x, y) the level line F (x, y) = 0
consists of N connectivity components.

Now we consider the dynamical system
ẋ = Fy (x, y)− λF (x, y)Fx (x, y) ,

ẏ = −Fx (x, y)− λF (x, y)Fy (x, y) ,
(2)
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where λ is a positive number.
Theorem. The level line F (x, y) = 0 serves as the ω-limit set of the

trajectory (x (t) , y (t)) of the polynomial system (2), passing through a point
(x0, y0) , chosen from the region F (x0, y0) > 0.
Corollary. The system (2) has the ω-limit set with N connectivity components.
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On p-adic (3, 2)-Rational Dynamical System with Three
Fixed Points

I.A.Sattarov
Institute of Mathematics named after V.I.Romanovskiy, Uzbekistan

sattarovi-a@yandex.ru

Let Q be the field of rational numbers. The greatest common divisor of the
positive integers n and m is denotes by (n,m). Every rational number x 6= 0
can be represented in the form x = pr nm , where r, n ∈ Z, m is a positive integer,
(p, n) = 1, (p,m) = 1 and p is a fixed prime number.

The p-adic norm of x is given by

|x|p =

{
p−r, for x 6= 0,

0, for x = 0.

The completion of Q with respect to p-adic norm defines the p-adic field which is
denoted by Qp (see [1]).

The algebraic completion of Qp is denoted by Cp and it is called complex p-adic
numbers. For any a ∈ Cp and r > 0 denote

Ur(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p < r}, Vr(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p ≤ r},
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Sr(a) = {x ∈ Cp : |x− a|p = r}.
Now let f : U → U be a function. Denote fn(x) = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸

n

(x).

If f(x0) = x0 then x0 is called a fixed point. The set of all fixed points of
f is denoted by Fix(f). A fixed point x0 is called an attractor if there exists a
neighborhood U(x0) of x0 such that for all points x ∈ U(x0) it holds lim

n→∞
fn(x) =

x0. If x0 is an attractor then its basin of attraction is A(x0) = {x ∈ Cp : fn(x)→
x0, n → ∞}. A fixed point x0 is called repeller if there exists a neighborhood
U(x0) of x0 such that |f(x)− x0|p > |x− x0|p for x ∈ U(x0), x 6= x0.

We consider the dynamical system associated with the (3, 2)-rational function
f : Cp → Cp defined by

f(x) = ax

(
x+ b

x+ c

)2

, a(a− 1)(b− c)(ab2 − c2) 6= 0, a, b, c ∈ Cp. (1)

where x 6= x̂ = −c.
Note that, function (1) has three fixed points x0 = 0, x1 = −b

√
a−c√
a−1

and

x2 = −b
√
a+c√
a+1

.

For x ∈ S|b|p(0), we denote

b∗(x) = |a|p|b|p ·
|x+ b|2p
|x+ c|2p

.

It is studied a p-adic dynamical system generated by f .
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On Behavior of a Model Dynamical System at Infinity
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At the present time, Theory Dynamical Systems are one of the fastest growing
branches of Mathematics, and interest to this field is being grown not only by
Mathematicians, but also physicists, biologists, mechanics, and other specialists
in the field of science and technology. A qualitative analysis of linear dynamical
systems have been completely investigated, but for nonlinear dynamic systems,
even for quadratic systems the problem remains difficult in spite of existence of
powerful methods.
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Consider the simplest dynamical system with a quadratic term
ẋ = ax+ y + x2, ẏ = bx+ y (1)

In this article, the behavior of the system (1) at infinity is studied.
For this purpose we will use the method, proposed in [1]. It transforms the

system (1) to three-dimensional dynamical system given on Poincaré sphere [2] in
the form

Ẋ = (Y + Z)P ∗ −XQ∗, Ẏ = (X + Z)Q∗ −XP ∗, Ż = −XP ∗ − Y Q∗

where P ∗ = aXZ + Y Z +X2, Q∗ = bXZ + Y Z.
It is well known that the trajectory of the system (1) in a neighborhood of the

equator of the Poincaré sphere shows its behavior at infinity. For the system (1)
it is valid the

Theorem. For any real a, b, the system has non-hyperbolic saddle-node
equilibrium points (0, ±1, 0) at infinity.
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Динамическая система, моделирующая гемофилию

А.Т.Абсаламов, У.А.Розиков
rozikovu@yandex.com

Гемофилия – наследственное заболевание, связанное с нарушением коа-
гуляции (процессом свёртывания крови); при этом заболевании возникают
кровоизлияния в суставы, мышцы и внутренние органы, как спонтанные, так
и в результате травмы или хирургического вмешательства.

Рассмотрим нелинейный оператор, который порождает динамическую си-
стему, описывающую эволюцию гемофилии.

Пусть

γ
(f)
ij,k ≥ 0, γ

(m)
ik,l ≥ 0,

n∑
j=1

γ
(f)
ij,k +

v∑
l=1

γ
(m)
ij,k = 1, ∀i, j, k, l. (1)

Определим оператор (см. [1], [2]) V : (x, y) 7→ (x′, y′), задаваемый форму-
лами

x
′

j =

∑n,v
i,k=1 γ

(f)
ij,kxiyk

(
∑n

i=1 xi)(
∑v

j=1 yj)
, j = 1, n y

′

l =

∑n,v
i,k=1 γ

(m)
ij,kxiyk

(
∑n

i=1 xi)(
∑v

j=1 yj)
, l = 1, v. (2)
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Обозначим

Sn+v−1 =

{
s = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yv) ∈ Rn+v : xi ≥ 0, yj ≥ 0,

n∑
i=1

xi +
n∑
j=1

yj = 1

}
,

O =
{
s ∈ Sn+v−1 : (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0) или (y1, . . . , yv) = (0, . . . , 0)

}
,

Sn,v = Sn+v−1 \O.

Теорема 1. Оператор (2) с коэффицентами (1) отображает Sn,v в себя
тогда и только тогда, когда

(γ
(f)
ik,1, ..., γ

(f)
ik,n, γ

(m)
ik,1, ..., γ

(m)
ik,v) ∈ S

n,v, ∀i, k. (3)

Следующий оператор описывает гемофилию

V :


x
′
= 2xu+yu

4(x+y)(u+v)

y
′
= 6xv+3yu+4yv

12(x+y)(u+v)

u
′
= 6xu+6xv+3yu+4yv

12(x+y)(u+v)

v
′
= 3yu+4yv

12(x+y)(u+v)

(4)

Ясно, что V : S2,2 → S2,2.

Теорема 2. Оператор (4) имеет единственную неподвижную точку p =
(1/2, 0, 1/2, 0) и для любой начальной точки s ∈ S2,2 выполняется

lim
n→∞

V n(s) = p
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Существование простых периодических решений в
многомерных колебаниях с импульсным воздействием

К.К.Елгондиев, О.О.Курбанбаев
Каракалпакский государственный университет

qoo1958@mail.ru

Рассматривается задача о сушествований простых периодических реше-
ний многомерных колебательных системах с импульсным воздействием, ко-
гда действия импульсных сил происходит в моменты достижения полной
энергии системы фиксированного значения.

Рассмотрим уравнение
utt = a2∆u− 2νut, (1)
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при начальных условиях
u(x1, x2, ..., xn, 0) = ϕ(x1, x2, ..., xn),
ut(x1, x2, ..., xn, 0) = ψ(x1, x2, ..., xn),

(2)

и граничными условиями
u(0, x2, ..., xn, t) = u(l1, x2, ..., xn, t) = 0,
u(x1, 0, ..., xn, t) = u(x1, l2, ..., xn, t) = 0,
................................................................
u(x1, x2, ..., 0, t) = u(x1, x2, ..., ln, t) = 0,

(3)

где ∆ =
n∑
k=1

∂2

∂x2k
− оператор Лапласа, u(x1, x2, ..., xn, t) смещение параллеле-

пипеда в момент времени t, ϕ ∈ C4(Ω), ψ ∈ C3(Ω), ϕ|∂Ω = ψ|∂Ω = 0, ν =
const > 0,

Ω = {(x1, x2, ..., xn) : 0 ≤ x1 ≤ l1, 0 ≤ x2 ≤ l2, ..., 0 ≤ xn ≤ ln} ⊂ Rn.
В области G = Ω × [0,+∞) ⊂ Rn+1 рассмотрим колебания параллелепи-

педа, приняв в качестве регулирующего функционала полную энергию коле-
бания

Eu(t) =
1

2

∫
Ω

a2

(
n∑
i=1

u2
xi

+ u2
t

)
dx

с заданным критическим значением E0 > 0 и законом импульсного воздей-
ствия
u(x1, x2, ..., xn, t+ 0)− u(x1, x2, ..., xn, t− 0)|Eu(t)=E0

= α(x1, x2, ..., xn),

ut(x1, x2, ..., xn, t+ 0)− ut(x1, x2, ..., xn, t− 0)|Eu(t)=E0
= β(x1, x2, ..., xn),

(4)
где α ∈ C4(Ω), β ∈ C3(Ω), α|∂Ω = β|∂Ω = 0 – заданные функции,
(x1, x2, ..., xn) ∈ Ω.

Определение. Периодическое решение задачи (1)-(4) назовем простым,
если расстояние между его соседними моментами импульсов постоянно и
равно периоду этого решения.

Теорема. Если T расстояние между соседними моментами импульс-
ного воздействия при заданном Eu(t) = E0 функции α и β удовлетворяют
требованиям α ∈ C4(Ω), β ∈ C3(Ω) и α|∂Ω = β|∂Ω = 0, справедливы ра-
венства ϕ(1)

m1,..,mn = ϕ
(2)
m1,..,mn = ... = ϕ

(k)
m1,..,mn = ...;ψ

(1)
m1,..,mn = ψ

(2)
m1,..,mn = ... =

ψ
(k)
m1,..,mn = ..., то задача (1)-(4) имеет простое периодическое решение вида.
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Динамика одного квадратичного стохастического
оператора с переменными коэффициентами

М.А.Кодирова
Наманганский государственный университет

malika24kodirova@gmail.com

Пусть Σn−1 =

{
x = (x1, . . . , xn) :

n∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0

}
– (n−1)-мерный сим-

плекс в Rn. Известно [1], что квадратичный стохастический оператор (к.с.о.)
V : Σn−1 → Σn−1 определяется равенствами:

(V x)k = x′k =
n∑

i,j=1

pij,kxixj, k = 1, n, (1)

где pij,k ≥ 0, pij,k = pji,k,
n∑
k=1

pij,k = 1, x = (x1, . . . , xn) ∈ Σn−1. Более того,

к.с.о. V : Σn−1 → Σn−1 будем называть вольтеровским, если pij,k = 0 при
k∈̄ {i, j} (см.[1]).

Если V : Σn−1 → Σn−1 вольтеровский оператор, то x′ = V x можно запи-
сать в виде:

x′k = xk

(
1 +

n∑
i=1

akixi

)
, k = 1, n, (2)

где aki = −aik, |aki| ≤ 1.
Из [2] известно, что квадратично стохастические V операторы с перемен-

ными коэффициентами определяются равенствами:

V x :=

{
V1x, если x ∈ A,

V2x, если x ∈ Sn−1 \ A, (3)

где V1 – к.с.о., V2 – вольтеровский оператор и A ⊂ Σn−1.
Как частный случай рассмотрим динамику оператора (3)

V1 :

{
x′1 = ax2

1 + 2x1x2 + x2
2,

x′2 = (1− a)x2
1,

и V2 :

{
x′1 = x1 (1 + bx2) ,
x′2 = x2 (1− bx1) .

V1 – к.с.о., V2 – вольтеровский оператор, отсюда, следует, что
a ∈ [0; 1] , |b| ≤ 1. Пусть множество A определено следующим образом: A ={
x ∈ S1 : x1 <

1
2

}
(в [2] приводится теорема о неподвижных точках оператора

в этом представлении).
Теорема. Если оператор (3) непрерывный, то у этого оператора суще-

ствует единственная неподвижная точка (1; 0), но не существует перио-
дическая точка второго порядка.
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О геометрии множества достижимости

А.Я.Нарманов
Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека

Пусть M – гладкое многообразие размерности n, V (M) – множество всех
гладких векторных полей, определенных наM . Обозначим через [X, Y ] скоб-
ку Ли векторных полей X, Y ∈ V (M). Относительно скобки Ли множество
V (M) является алгеброй Ли. Гладкость в данной работе означает гладкость
класса C∞.

Рассмотрим множество D ⊂ V (M), через A(D) обозначим наименьшую
подалгебру алгебры многообразим Ли, содержащую множествоD. Семейство
D может содержать конечное и бесконечное число гладких векторных полей.

Для точки x ∈ M через t → X t(x) обозначим интегральную кривую
векторного поля X, проходящую через точку x при t = 0. Отображение t→
X t(x) определено на некотором интервале I(x) ⊂ R, которая в общем случае
зависит от начальной точки x.

Определение. Орбита L(x) семейства D векторных полей, проходя-
щая через точку x, определяется как множество таких точек y из M, для
которых существуют действительные числа t1, t2, ..., tk и векторные поля
X1X2, ..., Xk из D (где k – произвольное натуральное число) такие, что

y = X tk
k (X

tk−1
k−1 (...(X t1

1 (x))...)).

Определение. Точка y = X tk
k (X

tk−1
k−1 (...(X t1

1 (x))...)) ∈ L(x) называется T
– достижимой из точки x ∈M, если

∑
i

ti = T.

Обозначим через Ax(T ) множество точек, которые T – достижимы из
точки x.

Изучению структуры множества достижимости и орбиты систем гладких
векторных полей посвящены исследования многих математиков в связи с ее
важностью в теории оптимального управления, динамических системах, в
геометрии и в теории слоений [1]-[4].
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Используя идею работ Суссманна [4], получен ряд результатов.
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G
(4)
3 -слабо периодические меры Гиббса для модели

Изинга на дереве Кэли
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Пусть τ k = (V, L), k ≥ 1 есть дерево Кэли порядка k, где V – множество
вершин, L – множество ребер τ k. Известно, что τ k можно представить как
Gk – свободное произведение k + 1 циклических групп второго порядка (см.
[1]).

Мы рассматриваем модели, где спин принимает значения из множества
Φ = {−1, 1}. Тогда конфигурация σ на V определяется как функция x ∈
V 7→ σ(x) ∈ Φ; множество всех конфигураций совпадает с Ω = ΦV .

Гамильтониан модели Изинга имеет вид
H(σ) = −J

∑
<x, y>∈L

σ(x)σ(y), (1)

где J ∈ R, < x, y > – ближайшие соседи.
Цель этой работы описать G(4)

k -слабо периодиские меры Гиббса для моде-
ли Изинга на дереве Кэли порядка k = 3.

Известно, что меры µn(σn) удовлетворяют условия согласованности тогда
и только тогда, когда совокупность величин h = {hx, x ∈ Gk} удовлетворяет

hx =
∑
y∈S(x)

f(hy, θ), (2)

где S(x) – множество "прямых потомков" и точки x ∈ V, f(x, θ) =
arcth (θ thx), θ = th (Jβ), β = 1

T , T > 0 – температура (см. [1]).
Для x ∈ Gk обозначим через x↓ = {y ∈ Gk :< x, y >}\S(x).
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Пусть Gk/G
∗
k = {H1, H2, ..., Hr} – фактор группа, где G∗k – нормальный

делитель индекса r ≥ 1.

Определение. Совокупность величин h = {hx, x ∈ Gk} назовем G∗k –
слабо периодической, если hx = hi j, при x ∈ Hi, x↓ ∈ Hj для любого x ∈ Gk.

Определение. Меру µ назовем G∗k – слабо периодической, если она со-
ответствует G∗k− слабо периодической совокупности величин h.

Пусть A ⊂ {1, 2, ..., k + 1}. HA = {x ∈ Gk :
∑
j∈A

ωj(x)
... 2}, где ωj(x) –

число aj в слове x,G(2)
k = {x ∈ Gk : |x| ... 2}, где |x| – длина слова x ∈ Gk и

G
(4)
k = HA ∩G(2)

k – является нормалным делителем индекса 4.
Рассмотрим фактор группу Gk/G

(4)
k = {H0, H1, H2, H3}, где

H0 = {x ∈ Gk :
∑
j∈A

ωj(x)
... 2, |x| ... 2}, H1 = {x ∈ Gk :

∑
j∈A

ωj(x)
... 2,

|x| ... 2},
H2 = {x ∈ Gk :

∑
j∈A

ωj(x)
... 2, |x| ... 2}, H3 = {x ∈ Gk :

∑
j∈A

ωj(x)
... 2,

|x| ... 2},
G

(4)
k – слабо периодическая совокупность.

Теорема. Пусть k = 3 и |A| = 1. Для модели Изинга справедливы сле-
дующие утверждения:
1) при α ∈ (0; 1

2) существует не менее трех G(4)
k – слабо периодических мер

Гиббса;
2) при α ∈ R\(0; 1

2) существует не менее одной G(4)
k – слабо периодических

мер Гиббса.

Литература
[1] Rozikov U.A. Gibbs measures on Cayley trees. World scientific. (2013).

[2] Rozikov U.A., A Constructive Description of Ground States and Gibbs Measures for Ising
Model With Two-Step Interactions on Cayley Tree, Jour. Statist. Phys. 122: 217-235. (2006).

О некоторых краевых задач для дифференциального
уравнения второго порядка с инволюцией α (x) = 1− x

М.М.Хасанова
Андижанский государственный университет

В данной работе будем рассматривать задачу нахождении общее решение
уравнения с инволюцией:

−u′′ (1− x)− λu (x) = f (x) (1)
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а также приводим решений краевых задач типа Дирихле и Неймана.
Имеет место следующая теорема.
Теорема. Функция
u (x) = A cos

√
λ
(
x− 1

2

)
+Bsh

√
λ
(
x− 1

2

)
+

+ 1
4
√
λ
(−

x∫
0

+
1∫
x

)
[
sin
√
λ (x− t)− sh

√
λ (x− t)

]
f (t) dt+

+ 1
4
√
λ
(−

1−x∫
0

+
1∫

1−x
)
[
sin
√
λ (1− x− t) + sh

√
λ (1− x− t)

]
f (t) dt

(2)

является общим решением уравнения (1) с инволюцией α (x) = 1− x, где A
и B произвольные постоянные.

Согласно общему решению (2), для уравнения (1) можно рассмотреть кра-
евые задачи типа Дирихле, Неймана и других.

а) краевая задача типа Дирихле. Решение краевой задачи типа Ди-
рихле для уравнения (1) имеет вид

u (x) =
sin

√
λ

2 cos
√
λ(x− 1

2)

2
√
λ cos

√
λ

2

1∫
0

cos
√
λ(t− 1

2
) · f (t) dt+

+
ch
√
λ

2 sh
√
λ(x− 1

2)

2
√
λsh

√
λ

2

1∫
0

sh
√
λ(t− 1

2
) · f (t) dt

б) краевая задача типа Неймана. Дифференцируя (2), из краевых
условий u` (−1) = 0 и u` (1) = 0, получим решение краевой задачи типа
Неймана для уравнения (1):

u (x) = −
cos

√
λ

2 cos
√
λ(x− 1

2)

2
√
λ sin

√
λ

2

1∫
0

cos
√
λ(t− 1

2
) · f (t) dt+

+
sh
√
λ

2 sh
√
λ(x− 1

2)

2
√
λsh

√
λ

2

1∫
0

sh
√
λ(t− 1

2
) · f (t) dt
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Крайность трансляционно-инвариантной меры Гиббса
для модели Блума-Капеля на дереве Кэли

Н.М.Хатамов1, Д.Муйдинов2

1,2Наманганский государственный университет
nxatamov@mail.ru

Известно, что дерево Кэли Γk = (V, L) представляется как группа Gk,
являющаяся свободным произведением k+ 1 циклических групп второго по-
рядка с образующими a1, a2, ..., ak+1 [1].

Рассмотрим модель, где спин принимает значения из множества Φ =
{−1, 0,+1}. Тогда конфигурация σ на V определяется как функция x ∈ V →
σ(x) ∈ Φ; множество всех конфигураций совпадает с Ω = ΦV . Пусть A ⊂ V .
Обозначим через ΩA пространство конфигураций, определенных на множе-
стве A.

Гамильтониан модели Блума-Капеля определяется следующим образом:
H(σ) = −J

∑
〈x,y〉,x,y∈V ;

σ(x)σ(y), (1)

где J > 0.
Пусть x0 ∈ V -фиксированная точка. Обозначим:

Wn = {x ∈ V : d(x0, x) = n}, Vn = {x ∈ V : d(x0, x) ≤ n}.
Для x ∈ Wn, n > 1 обозначим

S(x) = {y ∈ Wn−1 : d(x, y) = 1}.
Множество S(x) называется "прямых потомков" вершины x ∈ Wn.

Пусть h : x 7→ hx = (h−1,x, h0,x, h+1,x)-вектор функция от x ∈ V�{x0}.
Рассмотрим вероятностное мера µ(n) на ΩVn :

µ(n)(σn) = Z−1
n exp{−βH(σn) +

∑
x∈Wn

hσ(x),x}, (2)

где σn ∈ ΩVn, Zn =
∑

σn∈ΩVn
exp{−βH(σn) +

∑
x∈Wn

hσ(x),x} и hσ,x ∈ R.
Говорят, что последовательность вероятностных мер µ(n) является согла-

сованной, если (∀n ≥ 1) и σn−1 ∈ ΩVn−1:∑
ωn∈ΩVn :ωn|Vn−1=σn−1

µ(n)(ωn) = µ(n−1)(σn−1). (3)

В этом случае существует единственная мера µ на ΩV , такая, что
µ({σ |Vn= σn}) = µ(n)(σn),

для всех n ≥ 1 и σn ∈ ΩVn.
Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия на hi,x, при
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которых выполняется (3).

Теорема 1. Пусть k ≥ 2. Вероятностное мера µ(n)(σn), n = 1, 2, ... в (2)
согласованно тогда и только тогда, когда для любого x ∈ V имеют место
следующие: 

z+1,x =
∏

y∈S(x)
λz+1,y+ 1

λz−1,y+1

z+1,y+z−1,y+1 ,

z−1,x =
∏

y∈S(x)

1
λz+1,y+λz−1,y+1

z+1,y+z−1,y+1 ,

(4)

где λ = exp{Jβ}, β = 1/T, zi,x = exp(hi,x − h0,x), i = +1,−1.

Tрансляционно-инвариантные (ТИ) меры Гиббса соответствуют решени-
ям (4) с zi,x = zi при всех x ∈ V и i = −1,+1. Для удобства, перепишим
z+1 = z1, z−1 = z2. Тогда (4) имеет вид{

z1 = (
λz1+ 1

λz2+1

z1+z2+1 )k,

z2 = (
1
λz1+λz2+1

z1+z2+1 )k,
(5)

Подставляя z1 = z2 = z, получим

z = [
(λ+ 1

λ)z + 1

2z + 1
]k. (6)

Пусть k ≥ 2. Для любого λ > 0 уравнение (6) имеет только единственное
положительное решение.

Соответствующую этому решению трансляционно-инвариантную меру
Гиббса обозначим через µ0.

Теорема 2. Пусть k = 2. Тогда для модели Блюма-Капеля мера µ0 яв-
ляется крайней при λ ∈ (λ1, λ2) , где λ1 ≈ 0.336135 и λ1 ≈ 2.975.

Литература
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О группах диффеоморфизмов слоеных многообразий

А.С.Шарипов
Национальный университет Узбекистана имени Мирзо Улугбека

Общеизвестно что группа диффеоморфизмов гладких многообразий име-
ет важное значение в дифференциальной геометрии и в анализе. Фундамен-
тальными работами в этой области являются исследовании [2]-[4].
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Интенсивное развитие теории группы диффеоморфизмов началось с ра-
боты В.И.Арнольда [2], в котором доказано, что движение идеальной несжи-
мающийся жидкости является геодезическими на группе диффеоморфизмов,
сохраняющих объем элемента.

В статье рассматривается слоенное многообразие с и исследуется некото-
рые подгруппы его группы диффеоморфизмов. Известно, что группа диф-
феоморфизмов является топологической группой в компактно-открытой то-
пологии. В случае, когда многообразие компактно, этот факт доказан в ра-
боте [1], (стр. 270). Для произвольного многообразия конечной размерности
этот факт доказан в работе [5].

Пусть M – гладкое связное риманова многообразие размерности n, 0 <
k < n.

Через (M,F ) обозначим гладкое многообразие M размерности n, на ко-
тором задано гладкое k-мерное слоение F , где 0 < k < n. Пусть L(p) –
слой слоения F , проходящий через точку p, TpF – касательное простран-
ство слоя L(p) в точке p. Мы имеем подрасслоение (гладкое распределение)
TF = {TpF : p ∈M} касательного расслоения TM многообразие M . Обо-
значим через V (M), V (F ) множество гладких сечений расслоений TM , TF
соответственно.

Определение. Если при диффеоморфизме f : M → M образ f(Lα)
любого слоя Lα слоения F является слоем слоения F , то отображение
f : M → M называется Cr – диффеоморфизмом слоеного многообразия и
пишется в виде f : (M,F )→ (M,F ).

Обозначим через DiffF (M) множество всех Cr – диффеоморфизмов сло-
енного многообразия (M,F ), где r ≥ 0. Группа DiffF (M) является под-
группой DiffF (M) и оно является топологической группой в компактно-
открытой топологии. Мы вводим некоторую топологию на группе DiffF (M),
которая зависит от слоения F и совпадает с компактно-открытой топологией,
когда F является n-мерным слоением.

Пусть {Kλ} – семейство всех компактных множеств, где каждое Kλ при-
надлежит какому либо слою слоения F и пусть {Uβ} – семейство всех откры-
тых множеств на M . Рассмотрим для каждой пары Kλ ⊂ Lα и любого Uβ
совокупность всех отображений f ∈ Diff rF (M), для которых f (Kλ) ⊂ Uβ.
Эту совокупность отображений будем обозначать через

[Kλ, Uβ] = {f : M →M |f (Kλ) ⊂ Uβ } .
Нетрудно показать, что семейство всевозможных конечных пересечений

множеств вида [Kλ, Uβ] образует базу для некоторой топологии. Эту то-
пологию назовем слоено компактно-открытой топологией или коротко F –
компактно-открытой топологией.

ПустьM – гладкое связное риманово многообразие конечной размерности.
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Определение. Изометрия φ : M → M называется изометрией сло-
еного многообразия (M,F ), если оно является диффеоморфизмом слоеного
многообразия (M,F ).

Обозначим через IsoF (M) множество всех Cr – изометрий слоеного мно-
гообразия (M,F ), где r ≥ 0. Имеет место IsoF (M) = DiffF (M)

⋂
Iso(M).

Теорема 1. Пусть (M,F ) – гладкое связное полное слоеное риманово
многообразие конечной размерности. Тогда группа IsoF (M) является то-
пологической группой с компактно-открытой топологией.

Обозначим через Diff 0
F (M) множество всех Cr диффеоморфизмов g ∈

DiffF (M) слоеного многообразия (M,F ) такое, что g(Lα) = Lα для каждого
слоя Lα слоения F . Поток каждого векторного поля состоит диффеоморфиз-
мов слоеного многообразия (M,F ), которые принадлежат группу Diff 0

F (M).
Можно доказать следующую теорему.

Теорема 2. Пусть (M,F ) слоеное многообразие, где M гладкое связное
многообразие с конечной размерности. Тогда группа Diff 0

F (M) является
топологической группой с F – компактно-открытой топологией.
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уравнения

Some Relations from the Decomposition Formula for one
Multidimensional Lauricella Hypergeometric Function

A.Hasanov, T.G.Ergashev
Institute of Mathematics Uzbekistan Academy of Science, Tashkent,

Uzbekistan
ergashev.tukhtasin@gmail.com

We consider the equation

L(m,n)
α (u) :=

m∑
i=1

uxixi +
n∑
j=1

2αj
xj

uxj = 0 (1)

in the region Rn+
m = {x : x1 > 0, x2 > 0, ..., xn > 0}, where x = (x1, ..., xm) , m ≥

2,
0 < n ≤ m; α = (α1, ..., αn) , αj are real numbers with 0 < 2αj < 1, j = 1, n.

Fundamental solutions of the equation (1) were constructed recently [1]. In
fact, the fundamental solutions of the equation (1) can be expressed in terms of
Lauricella’s hypergeometric function in n variables, defined by

F
(n)
A (a, b1, ..., bn; c1, ..., cn; z1, ..., zn) := F

(n)
A

[
a, b1, ..., bn
c1, ..., cn

z1, ..., zn

]
=

∞∑
p1,...,pn=0

(a)p1+...+pn
(b1)p1 ... (bn)pn

(c1)p1 ... (cn)pn

zp11

p1!
...
zpnn
pn!

,
n∑
i=1

|zi| < 1, (2)

where ci 6= 0,−1,−2, ..., i = 1, n and (κ)ν denotes the general Pochhammer
symbol.

Thus, we obtain the following fundamental solutions:

qk (x, ξ) = γk
k∏
i=1

(xiξi)
1−2αi ·r−2βkF

(n)
A

[
βk, 1− α1, ..., 1− αk, αk+1, ..., αn;
2− 2α1, ..., 2− 2αk, 2αk+1, ..., 2αn;

σ1, ..., σn

]
,

(3)
where

βk =
m

2
+ k − 1−

k∑
i=1

αi +
n∑

i=k+1

αi,

γk = 22βk−mΓ (βk)

πm/2

n∏
i=k+1

Γ (αi)

Γ (2αi)

k∏
j=1

Γ (1− αj)
Γ (2− 2αj)

, k = 0, n;
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σk = 1− r2
k

r2
, r2 =

m∑
i=1

(xi − ξi)2, r2
k = (xk + ξk)

2 +
m∑

i=1,i6=k

(xi − ξi)2, k = 1, n.

For a given multiple hypergeometric function, it is useful to fund a
decomposition formula which would express the multivariable hypergeometric
function in terms of products of several simpler hypergeometric functions involving
fewer variables. For example, the hypergeometric Lauricella function F (n)

A , defined
by formula (2) has the decomposition formula [2]

F
(n)
A (a, b1, ..., bn; c1, ..., cn; z1, ..., zn)

=
∞∑

m2,...,mn=0

(a)m2+...+mn
(b1)m2+...+mn

(b2)m2
... (bn)mn

m2!...mn! (c1)m2+...+mn
(c2)m2

... (cn)mn

zm2+...+mn
1 zm2

2 ...zmn
n

·F (a+m2 + ...+mn, b1 +m2 + ...+mn; c1 +m2 + ...+mn; z1)

·F (n−1)
A

[
a+m2 + ...+mn, b2 +m2, ..., bn +mn;
c2 +m2, ..., cn +mn;

z2, ..., zn

]
, n ∈ N\{1}. (4)

However, due to the recurrence of formula (4), additional difficulties may
arise in the applications of this expansion. Further study of the properties of the
hypergeometric Lauricella function F (n)

A showed that formula (4) can be reduced
to a more convenient form.

Lemma. The following decomposition formula holds true at n ∈ N\{1}
F

(n)
A (a, b1, b2, ...., bn; c1, c2, ...., cn; z1, ..., zn)

=
∞∑

mi,j=0
(2≤i≤j≤n)

(a)A(n,n)

mij!

n∏
k=1

(bk)B(k,n)

(ck)B(k,n)
z
B(k,n)
k F

[
a+ A(k, n), bk +B(k, n);
ck +B(k, n);

zk

]
, (5)

where

A(k, n) =
k+1∑
i=2

n∑
j=i

mi,j, B(k, n) =
k∑
i=2

mi,k+
n∑

i=k+1

mk+1,i.

Lemma. Let a, b1,. . . , bn are real numbers with a = 0, −1, −2, ...and a >
b1 + ...+ bn. Then the following summation formula holds true at n ∈ N
∞∑

mi,j=0
(2≤i≤j≤n)

(α)A(n,n)

mij!

n∏
k=1

(bk)B(k,n) (a− bk)A(k,n)−B(k,n)

(a)A(k,n)

= Γ

(
a−

n∑
k=1

bk

)
Γn−1 (a)

n∏
k=1

Γ (a− bk)
.

(6)

The Lemmas are proved by the method mathematical induction.
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Lemma. The following equality

lim
zk→0,
k=1,...,n

z−b11 ...z−bnn F
(n)
A

(
a, b1, ..., bn; c1, ..., cn; 1− 1

z1
, ..., 1− 1

zn

)

=
1

Γ(a)
Γ

(
a−

n∑
k=1

bk

)
n∏
k=1

Γ (ck)

Γ (ck − bk)
(7)

is valid.
The proof of the Lemma follows from the above first two Lemmas.
Fundamental solutions, defined by (3) and equalities (5)–(7) play an important

role in the study of boundary value problems for the equation (1) [3].
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A Non-local Initial Problem for Second Order
Time-Fractional and Space-Singular Equation

E.Karimov1, M.Mamchuev2, M.Ruzhansky3

1V.I.Romanovskiy Institute of Mathematics, Uzbekistan Academy of Sciences,
Tashkent, Uzbekistan.

2Department of Theoretical and Mathematical Physics, Institute of Applied
Mathematics and Automation, Nalchik, Russia.

3Ghent University, Ghent, Belgium

We consider the equation
L(u)−Bν(u) = f(t, x) (1)

in a rectangular domain D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T}, T > 0, where
f(t, x) is a given function,

L(u) = ∂α0tu(t, x)−
n∑
i=1

λi∂
αi
0tu(t, x) (2)

is the time component of the equation, with orders 0 < αi ≤ 1, αi < α <
2, n ∈ N, λi ∈ R, and

Bν(u) = uxx(t, x) +
1

x
ux(t, x)− ν2

x2
u(t, x) (3)
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is the Bessel part of the equation with ν > 0. Here

∂β0tg(t) =



1

Γ (k − α)

t∫
0

g(k) (z)

(t− z)α−k+1
dz, α /∈ N0,

dkg(t)

dtk
, α ∈ N,

g(t), α = 0,

is a fractional differential operator of Caputo type, k = [α] + 1. We can refer to
[1] for further details on the Caputo fractional derivative operators.

The non-local initial boundary problem for equation (1) is formulated as
follows:

ForM ∈ R find a solution u(t, x) of the equation (1) in the regionD, satisfying
the following conditions:

(i) regularity conditions

u ∈ C(D), uxx, ∂
α
0tu ∈ C(D),

1∫
0

√
x|u(t, x)|dx < +∞;

(ii) boundary and non-local initial conditions
lim
x→0

xux(t, x) = 0, u(t, 1) = 0,

u(0, x) +Mu(T, x) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, [α] · ut(0, x) = 0, 0 < x < 1.
(4)

The main result of this note is well-posedness. The interesting part are the
conditions on f allowing one to handle the singularities in the coefficients of the
Bessel operator, and the non-resonance conditions (5) relating the parameter M
with the length T of the time interval, coefficients and fractional orders of time-
derivatives, through the multinomial Mittag-Leffler’s function.

Theorem. Assume that

• f(x, t) is differentiable four times with respect to x;

• f(0, t) = f ′(0, t) = f ′′(0, t) = f ′′′(0, t) = 0, f(1, t) = f ′(1, t) = f ′′(1, t) = 0;

• ∂4f(x,t)
∂x is bounded;

• f(x, t) is continuous and continuously differentiable with respect to t,

and non-resonance conditions

M 6= − 1

E(α−α1,α−α2,...,α),1(λ1T α−α1, ..., λnT α−αn,−γ2
kT

α)
(5)
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hold for all k = 1, 2, . . ..
Then there exists a unique solution of the problem (1), (4).
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О разрешимости одной задачи для вырождающегося
параболического уравнения смешанного типа

М.Х.Акбарова1, Ш.Ш.Мухсинов2

1,2Ташкентский университет информационных технологий

В настоящей работе исследуется нелокальная краевая задача для уравне-
ния

(sgnx)ut = xuxx + α(x, t)ux (1)
в области Ω = Ω+ ∪ Ω− ∪ S,

α(x, t) =

{
α1, (x, t) ∈ Ω+

α2, (x, t) ∈ Ω−,
(0 < αi < 1, i = 1, 2)

здесь Ω+ = {(x, t) : 0 < x <∞, 0 < t ≤ T} , Ω− =
{(x, t) : −1 < x < 0, 0 ≤ t < T} , S = {(x, t) : x = 0, 0 < t < T} . Положим
Γ0 = {(x, t) : 0 ≤ x <∞, t = 0} , Γ1 = {(x, t) : −1 ≤ x ≤ 0, t = T} .

Пусть x = h(t) – заданная функция из класса C1[0, T ], причем −1 <
h(t) < 0.

Задача. Найти регулярное в области Ω\S решение u(x, t) ∈ C1(Ω\S)
уравнения (1), непрерывное вплоть до границы области Ω и удовлетворяющее
краевым условиям:

u(x, t)|Γ0
= φ0(x), u(x, t)|Γ1

= φ1(x); (2)

u(−1, t) + a(t)u(h(t), t) = µ(t), 0 ≤ t ≤ T, (3)
и условию склеивания

lim
x→+0

xα1ux = lim
x→−0

(−x)α2ux, (4)

где φ0(x), φ1(x), µ(t), a(t) – заданные достаточно гладкие функции, при-
чем φ0(x) – ограничена в [0,∞) , φ1(x) ∈ C [−1, 0] ∩ C2 (−1, 0) , µ(t), a(t) ∈
C [0, T ] ∩ C2 (0, T ) , φ1(−1) + a(T )u(h(T ), T ) = µ(T ).

Теорема. Пусть |a(t)| ≤ 1. Тогда задача (1)-(4) имеет не более одного
решения.
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О краевой задаче для смешанно-параболического
уравнения

С.Х.Акбарова, М.Д.Халилов
Андижанский государственный университет

Пусть D – область, ограниченная прямыми x = −h, y = Y при x < 0,
y > 0 и y = 0, y = Y при x > 0, y > 0, здесь h = (2q)1/q, 2q = n + 2,
n = const > −1,Y = const > 0.

Обозначим через
D0 = {(x, y) : 0 < x <∞, 0 < y ≤ Y } , D1 = {(x, y) : −1 < x < 0, 0 ≤ y < Y } ,

J = {(x, y) : x = −1, 0 ≤ y ≤ Y } ,
I1 = {(x, y) : 0 ≤ x <∞, y = 0} , I2 = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 0, y = Y } .

В бесконечной области D изучим краевая задача для смешанно-
параболического уравнения вида

k(y)uxx − (sgnx) ρ(x)uy = 0, (1)
здесь коэффициенты k(y) = ym, ρ(x) = (x sgnx)n,m = const > 0.

Заметим, что в областиD0 уравнение (1) является прямо-параболическим,
а в области D1 – обратно-параболическим [1]. Здесь нужно отметить, что в
бесконечных областей исследованы краевые задачи для уравнений смешан-
ного типов в работах М.С.Салахитдинова и его учеников [2].

Задача А. Найти функцию u(x, y), u(x, y) ∈ C2,1(D0∪D1), удовлетворя-
ющую (1) в областях D0, D1 и обладающую следующими свойствами:

1) u(x, y) ∈ C1(D) и непрерывна вплоть до границы области D;
2) u(x, y) является регулярным решением уравнения (1) и ограничена для

всех 0 ≤ x <∞, 0 ≤ y ≤ Y ;
3) удовлетворяет следующим краевым условиям:

u(x, y)|y=0 = ϕ(x), x ∈ I1, (2)

u(x, y)|y=Y = ψ(x), y ∈ I2, (3)
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u(x, y)|x=−1 = χ(y), y ∈ J, (4)
где ϕ(x), ψ(x), χ(y) – заданные функции, причем ϕ(x) – ограничена в [0,∞),
ψ(x) ∈ C [−1, 0] ∩ C2 (−1, 0), χ(y) ∈ C [0, Y ] ∩ C2 (0, Y ),χ(Y ) = ψ(−1).

Единственность решения поставленной задачи следует из следующего
принципа экстремума: решение u(x, y) задачи А своего положительного мак-
симума и отрицательного минимума в области D может достигать лишь на
границе I1 ∪ I2 ∪ J .

Существование решения задачи А доказывается сведением к интегрально-
му уравнению Фредгольма второго рода, однозначная разрешимость которой
следует из единственности решения поставленной задачи.
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Об одной краевой задаче для уравнения третьего
порядка с кратными характеристиками

Ю.П.Апаков1, А.А.Хамитов2

1Наманганский инженерно-строительный институт
2Наманганский государственный университет

В области D = {(x, y, z) : 0 < x < p, 0 < y < q, 0 < z < r } рассмот-
рим уравнения

L [u] ≡ ∂3u

∂x3
− ∂2u

∂y2
− ∂2u

∂z2
(1)

где p > 0, q > 0, r > 0 – постоянные вещественное числа.
Задача. Найти решение уравнения (1) в области D из класса C3,2,2

x,y,z (D)∩
C2,1,1
x,y,z

(
D
)
, удовлетворяющее краевым условиям
u (x, 0, z) = u (x, q, z) = 0, u (x, y, 0) = u (x, y, r) = 0, (2)

u (0, y, z) = ψ1 (y, z) , u (p, y, z) = ψ2 (y, z) , ux (p, y, z) = ψ3 (y, z) , (3)
где ψi (y, z) , i = 1, 3 – заданные достаточно гладкая функции.

Отметим, что для уравнения (1) при z = 0 рассмотрено в работах [1, 2], а
трехмерном варианте для уравнения второго порядка – в работах.

Установливается единственность решение поставленной задачи.
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Некоторые особенности теории поверхности в
Галилеевом пространстве

А.Артикбаев
Ташкентский институт инженеров железнодорожного транспорта

aartykbaev@mail.ru

Теория поверхности галилеева пространства 1R3 дано в монографии [1],
где требуется от поверхности, чтобы оно не имела особых касательных плос-
костей. Если поверхность F рассматривается в некоторой системе координат
Oxyz, то плоскости x = const будут особыми. Тогда векторное уравнение
поверхности F задается формулой

r̄ (u, v) = uī+ y (u, v) j̄ + z (u, v) k̄

где ī, j̄, k̄ – базисные векторы координатных осей Ox, Oy, Oz соответственно
и (u, v) ∈ D.

Рассмотрим случай, когда область D принадлежит координатной плоско-
сти xOy. В этом случае x = u. Если считать u-параметром, то уравнения

y = y (u, v) , z = z (u, v)

дают однопараметрическое семейство кривых на плоскости yOz.
Условия, что поверхность F не имеет особые касательные плоскости, в

некотором смысле ограничивает произвол области D. Пусть γ – кривая огра-
ничивающая односвязную область D и параметр u ∈ [a, b]. Тогда из требова-
ния налагаемой поверхности F ∈ 1R3 следует, что прямые x = a и x = b не
могут быть касательными к кривой γ. Но эти прямые могут быть опорными.

Эти утверждения легко доказываются геометрическими методами, но они
требуют тщательного изучения с точки зрения теории дифференциальных
функций.

Задача. Найти дифференциальные условия, налагаемые на поверхности,
не имеющие особых касательных плоскостей в галилеевом пространстве 1R3.
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О базисах в Lp(RN) средних Рисса спектральных
разложений

К.Т.Буваев
Национальный университет Узбекистана

buvayev@mail.ru

Рассмотрим однородный полином по ξ ∈ RN четного порядка m с веще-
ственными коэффициентами

A(ξ) =
∑
|α|=m

aαξ
α. (1)

Здесь α = (α1, α2, . . . , αN) (в мультииндексных обозначениях).
Пусть соответствующий полиному (1) дифференциальный оператор

A(D) =
∑
|α|=m

aαD
α является эллиптическим (D = Dα, Dj =

1

i

∂

∂xj
). Далее

будем предпологать, что множество M = {ξ ∈ RN : A(ξ) < 1} является
выпуклым.

Оператор A(D) с областью определения C∞0 (RN) имеет в L2(R
N) един-

ственное самосопряженное расширение, спектральная функция которого рав-
на

Θ(x, y, λ) = (2π)−N
∫

A(ξ)<λ

ei(x−y,ξ)dξ.

Спектральное разложение любого элемента f ∈ L2(R
N) определяется фор-

мулой

Eλf(x) = (2π)−N
∫

A(ξ)<λ

f̂(ξ)ei(x,ξ)dξ, (2)

где f̂(ξ) =
∫
RN

f(x)e−i(x,ξ)dx – преобразование Фурье функции f . Средние

Рисса порядка s ≥ 0 спектрального разложения (2) равны

Es
λf(x) = (2π)−N

∫
A(ξ)<λ

(
1− A(ξ)

λ

)s
f̂(ξ)ei(x,ξ)dξ.

Определение. Будем говорить, что операторы Es
λ образуют базис в

Lp(R
N), если для любой функции f ∈ Lp(R

N) средние Рисса Es
λf сходит-

ся к f в Lp(RN).

Известно [1], что операторы Es
λ образуют базис в Lp(RN) тогда и только

тогда, когда любой функции f ∈ Lp(RN) выполняется неравенство
‖Es

1f‖Lp(RN ) ≤ c‖f‖Lp(RN ), (3)
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где c-константа.
Настоящая работа посвящена изучению вопроса о базисности операторов

Es
λ в Lp(RN) при N ≥ 3.
Теорема. Пусть N ≥ q3, 1 < p < 4N

3N+1 и s > N(1
p −

1
2) − 1

2. Тогда
операторы Es

λ образуют базис в Lp(RN).
Отметим, что в силу двойственности аналогичное утверждение справед-

ливо при p > 4N
N−1 и s > N(1

p −
1
2)− 1

2 .
В случае, когда множество M является строго выпуклым (т.е. множество

∂M = {ξ ∈ RN : A(ξ) = 1} имеет ненуловые главные кривизны во всех
точках), этот результат был получен в [2]. В теореме снимается требование
строгой выпуклости множества M .
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О второй краевой задаче для системы уравнений типа
Ходжкина-Хаксли

А.Давлатов, С.Эргашов
Андижанский машиностроительный институт

anvarjon.davlatov@mail.ru

В области D = (0, 1)× (0, T ) рассматривается система уравнений:
∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f(u, v, x, t),

∂v

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= h(u, v, x, t), (1)

где u = (u1, u2, . . . , um), v = (v1, v2, ..., vn). Функции f и h непрерывны,
локально-липшицовы по u, v и удовлетворяют неравенству

|f(u, v, x, t)|+ |h(u, v, x, t)| ≤ C(1 + |u|+ |v|)
в области ~X = Rm × Rn × ~D

Для нахождения решения системы (1), удовлетворяющего условиям (2-
краевая задача):

u(x, 0) = ϕ(x), v(x, 0) = ϕ(x), ux(0, 1) = µ0(t), ux(1, t) = µ1(t) (2)
применяются тепловые потенциалы.

В результате получится система, состоящая из двух векторных уравнений
Вольтерра относительно u, v и двух уравнений Фредгольма 2-рода относи-
тельно плотностей α, β тепловых потенциалов. Посредством резольвентного
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ядра функции α(t), β(t) выражаются через f, h и краевые условия (2). Это
позволяет применить метод последовательных приближений к окончательной
системы интегральный уравнений Вольтерра относительно u(x, t), v(x, t).

Теорема. Решение задачи (1), (2) существует, единственно и непре-
рывно завысит от начальных и граничных условий.
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О разрешимости одной краевой задач и для уравнения
пятого порядка с кратными характеристиками

А.Х.Жураев
Наманганский инженерно-строительного институт

В области D = {(x, y) : 0 < x, y < 1} рассмотрим уравнение
∂5U

∂x5
+
∂2U

∂y2
= 0 (1)

Будем говорить, что U(x, y) регулярное решение уравнения (1), ес-
ли оно удовлетворяет уравнению (1) в области D и принадлежит классу
C5,2
x,y (D)

⋂
C4,1
x,y

(
D̄
)
.

Задача A. Найти регулярное решение уравнения (1) в области D, удо-
влетворяющее краевым условиям

U(x, 0) = 0, Uy(x, 1) = 0 (2){
U(0, y) = ϕ1(y), Ux(0, y) = ϕ2(y),
U(1, y) = ϕ3(y), Ux(1, y) = ϕ4(y), Uxx(1, y) = ϕ5(y)

(3)

где φi(y) ∈ C4[0, 1], ϕ′i (0) = ϕi
′(1) = ϕ′′′i (0) = ϕ′′′i (1) = 0, i = 1, 5.

Теорема. Если задача A имеет решение, то оно единственно.

Краевая задача для уравнения смешаннаго типа
высокого порядка

Б.Ю.Иргашев
Наманганский инженерно-строительный институт

Рассмотрим уравнение в частных производных
Lu ≡ D2n

x u (x, y) + (sgny) D2n
y u (x, y) = 0, (1)
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в прямоугольной области Ω = {(x, y) : 0 < x < l,−a < y < a}, где l, a –
заданные положительные действительные числа, n ∈ N . Пусть Ω+ =
Ω
⋂

(y > 0) , Ω− = Ω
⋂

(y < 0) .
Задача. Найти в области Ω функцию u (x, y) удовлетворяющую услови-

ям:
u ∈ C2n−1

(
Ω
)
∩ C2n

(
Ω+

⋃
Ω−

)
, Lu (x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ Ω+ ∪ Ω−, (2)

D2s
x u (0, y) = D2s

x u (l, y) = 0, −a ≤ y ≤ a, (3)

Ds
yu (x,−a) = ϕs (x) , 0 ≤ x ≤ l, (4)

Ds
yu (x, a) = ψs (x) , 0 ≤ x ≤ l, (5)

где s = 0, ..., n− 1, ϕs (x) , ψs (x) – заданные достаточно гладкие функции и
выполняются естественные условия согласования.

При n = 1 уравнение (1) есть известное уравнение Лаврентьева-Бицадзе,
для которого некорректность задачи Дирихле было показано в [1]. Отметим,
что в а [2] имеется обширная литература по данной тематике.

Теорема 1. Пусть выполнено одно из следующих двух условий:
1) Пусть n = 4m, m ∈ N, далее либо a

l ∈ N, либо
a
l = s

t

(
a
l /∈ N

)
, s, t ∈

N, (s, t) = 1, (t, 2) = 1;
2) Пусть n = 4m + 1, или n = 4m + 3, далее a

l ∈ N, либо a
l =

s
t

(
a
l /∈ N

)
, s, t ∈ N, (s, t) = 1, (t, 4) = 1.

Тогда при некоторых ограничениях на граничные функции, задача (1)-(5)
разрешима в классическом смысле.

Теорема 2. Пусть τ = a
l > 0 является иррациональным алгебраическим

числом степени p ≥ 2, Тогда при некоторых ограничениях на граничные
функции, задача разрешима в классическом смысле.

Литература
[1] Бицадзе А.В. Некорректность задачи Дирихле для уравнений смешанного типа //

ДАН СССР. 1953. Т. 122. №2. С. 167-170.

[2] Пташник Б.И. Некорректные граничные задачи для дифференциальных уравнений с
частными производными // Киев, Наукова Думка, 1984.
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Нелокальная задача для эллиптического уравнения с
сингулярными коэффициентами в полубесконечном

параллелепипеде

К.Т.Каримов
Ферганский государственный университет

В работе [1] А.А.Дезин исследовал уравнение
(d/dt )u− Au = f, 0 ≤ t ≤ a

при граничном условии bu|t=0 − u|t=a = g. Здесь предполагается, что для
t ∈ [0, a] функция u (t) принимает значения в комплексном банаховом про-
странстве B, A : B → B – коммутирующий с d/dt неограниченный линейный
оператор с плотной областью определения и b-комплексное число, а также
поясняется, что заданная условия "нелокальные"в том смысле, что задают
связь между значениями неизвестной функции в различных точках границы.

В двумерных областях для вырождающихся эллиптических уравнений
нелокальные задачи изучались в работах [2-4], в которых нелокальные усло-
вия имело вид: u (0, y) = u (1, y) и ux (0, y) = 0 при y ≥ 0.

Рассмотрим трехмерное эллиптическое уравнение с двумя сингулярными
коэффициентами

Lu ≡ uxx + uyy + uzz +
2β

y
uy +

2γ

z
uz = 0 (1)

в области Ω = {(x, y, z) : x ∈ (0, a) , y ∈ (0,+∞) , z ∈ (0, c)}, где β, γ, a, c ∈
R, причем β, γ < 1/2; а u = u (x, y, z)-неизвестная функция.

Исследуем следующую нелокальную задачу (такие задачи в настоящее
время получили название "задача Дезина"):

Нелокальная задача. Найти функцию u (x, y, z) ∈ C
(
Ω̄
)
∩

C1
(
Ω̄ ∩ ({x = 0} ∪ {x = a})

)
∩C2 (Ω), удовлетворяющую уравнению (1) в об-

ласти Ω и условиям
u (0, y, z) = u (a, y, z) , ux (0, y, z) = ux (a, y, z) , 0 ≤ y ≤ +∞, 0 ≤ z ≤ c,

u (x, y, 0) = 0, u (x, y, c) = 0, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ +∞,
u (x, 0, z) = f (x, z) , lim

y→+∞
u (x, y, z) = 0, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ z ≤ c,

где f (x, z)-заданная непрерывная функция.
Теорема. Пусть функция f (x, z) удовлетворяет условиям

lim
x→0

∂k

∂xk
f (x, z) = lim

x→a

∂k

∂xk
f (x, z) , k = 0, 2, f (x, 0) = 0, f (x, c) = 0,

fz (x, z) ∈ C ([0, a]× [0, c]) , lim
z→0

[
fzz (x, z) +

2γ

z
fz (x, z)

]
= 0,
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lim
z→c

[
fzz (x, z) +

2γ

z
fz (x, z)

]
= 0,

∂

∂z

[
fzz (x, z) +

2γ

z
fz (x, z)

]
∈ C ([0, a]× [0, c]) ,

c∫
0

a∫
0

∣∣∣∣z−1/2−γ ∂

∂z

{
z2γ ∂

∂z

[
z−2γ ∂

∂z

(
z2γfxxxz (x, z)

)]}∣∣∣∣ dxdz < +∞.

Тогда решение поставленной задачи существует и единственно.

Литература

[1] Дезин А.А. Операторы с первой производной по времени и нелокальные граничные
условия // Изв. АН СССР. 1967. Т. 31. №1. С. 61-86.

[2] Лернер М.Е., Репин О.А. О задачах типа задачи Франкля для некоторых эллиптиче-
ских уравнений с вырождением разного рода // Дифференциальные уравнения, 1999.
Т. 35. №8. С. 1087-1093.

[3] Моисеев Е.И. О решении спектральным методом нелокальной краевой задачи // Диф-
ференциальные уравнения, 1999. Т. 35. №8. С. 1094-1100.

[4] Моисеев Е.И. О разрешимости одной нелокальной краевой задачи // Дифференциаль-
ные уравнения, 2001. Т. 37. №11. С. 1565-1567.

Интегральное преобразование Меллина для оператора
интегродифференцирования дробного порядка

Х.Н.Касимов, Ж.Ш.Мамаюсупов
Ферганский государственный университет

Пусть ai, bi, (i = 1, 2) – заданные действительные числа, причем −∞ ≤
ai < bi ≤ ∞, (i = 1, 2) и Ω = {(x1, x2) : a1 < x1 < b1 , a2 < x2 < b2} .

Как в работе [1] в ведем оператор дробного интегродифференцирование
порядка (α1, α2):

Dα1;α2
a1,a2;x1,x2

ϕ (x1, x2) =


1

Γ(−α1)Γ(−α2)

x1∫
a1

x2∫
α2

ϕ(t1,t2)dt1dt2
(x1−t1)

α1+1
(x2−t2)

α2+1 , α1 < 0, α2 < 0,

ϕ (x1, x2) , α1 = 0, α2 = 0
∂n

∂x
n1
1 ∂x

n2
2
Dα1−n1;α2−n2
a1,a2;x1,x2

ϕ (x1, x2) , α1 > 0, α2 > 0,

(α1 ≥ 0, α2 < 0 α1 < 0, α2 ≥ 0) ,

где Γ(z) – гамма функция Эйлера [1], n = n1 + n2 и

ni =

{
[αi] + 1 αi > 0
0 αi ≤ 0 i = 1, 2.

Интегральное преобразование Меллина функции ϕ(x1, x2) при x1 >
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0, x2 > 0 определяется формулой

ϕ∗ (s1, s2) =

∞∫
0

∞∫
0

ts1−1
1 ts2−1

2 ϕ (t1, t2) dt1dt2,

а обратное интегральное преобразование Меллина осуществляется с помо-
щью равенства

ϕ (x1, x2) =
1

2πi

γ1+i∞∫
γ1−i∞

γ2+i∞∫
γ2−i∞

ϕ∗ (s1, s2)x
−s1
1 x−s22 ds1ds2, γi = Re si, i = 1, 2

Если знаком↔ обозначить соответствие между функцией и ее интегральным
преобразованием Меллина, то легко установить формулы:
ϕ (k1x1, k2x2)↔ k−s11 k−s22 ϕ∗ (s1, s2) , x

k1
1 x

k2
2 ϕ (x1, x2)↔ ϕ∗ (s1 + k1, s2 + k2) ,

ϕ (xp11 , x
p2
2 )↔ |p1|−1|p2|−1ϕ∗

(
s1

p1
,
s2

p2

)
, pi 6= 0, 2 6= 0 ϕ

(
x−1

1 , x−1
2

)
↔ ϕ∗ (−s1,−s2) .

Имеет места следующие теоремы

Теорема 1. Пусть α1 < 0, α2 < 0,xs1−α1−1
1 xs2−α2−1

2 , ϕ (x1, x2) ∈ L1 (Ω).
Тогда справедлива формула

Dα1,α2
a1,a2;x1,x2

ϕ (x1, x2)↔
Γ (1 + α1 − s1) Γ (1 + α2 − s2)

Γ (1− s1) Γ (1− s2)
ϕ∗ (s1 − α1, s2 − α2) .

Теорема 2. Пусть 0 < αi < 1, (i = 1, 2) , xs1+α1−1
1 xs2+α2−1

2 , ϕ (x1, x2) ∈
L1 (Ω). Тогда формула (4) справедлива при s1 < 1+α1, s2 < 1+α2 и условиях
xs1−1

1 xs2−1
2

(
Dα1,α2

0.0;x1x2
ϕ
)

= 0 при xi = 0, xi =∞, i = 1, 2.

Литература
[1] Самко С.Г., Килбас А.А., Маричев И.О. Интегралы и производные дробного порядка

и некоторые их приложения. Минск: Наука и техника, mbox1987. 688 с.
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Об однозначной разрешимости начально-граничной
задачи для обобщенного уравнения колебаний балки в

многомерном случае

Ш.Г.Касимов1, Г.Бозорова2

1,2 Национальный университет Узбекистана
shokiraka@mail.ru

В данной работе в области Π × (0, T ), где Π = (0, l)×, . . . ,×(0, l), а l, T
– заданные положительные числа, рассматривается более общее уравнение
вида

Dα
0tu(y, t) +

N1∑
j=1

a2
j

∂4mu(y, t)

∂y4m
j

+
N∑

j=N1

b2
j

∂4su(y, t)

∂y4s
j

= f(y, t), (1)

(y, t) ∈ Π× (0, t) , p− 1 < α ≤ p, 1 ≤ N1 < N, m, s, p ∈ N, с начальными
lim
t→+0

Dα−i
0t u(y, t) = ϕi(y), i = 1, p (2)

и краевыми
∂4ku(y,t)

∂y4kj

∣∣∣
yj=0

= 0, ∂
4k+1u(y,t)

∂y4k+1
j

∣∣∣
yj=0

= 0, ∂
4ku(y,t)

∂y4kj

∣∣∣
yj=l

= 0, ∂
4k+2u(y,t)

∂y4k+2
j

∣∣∣
yj=l

= 0,

k = 0,m− 1, j = 1, N1;
∂4ku(y,t)

∂y4kj

∣∣∣
yj=0

= 0, ∂
4k+1u(y,t)

∂y4k+1
j

∣∣∣
yj=0

= 0, ∂4k+2u(y,t)

∂y4k+2
j

∣∣∣
yj=l

= 0, ∂
4k+3u(y,t)

∂y4k+3
j

∣∣∣
yj=l

= 0,

k = 0, s− 1, j = N1, N

(3)

условиями. Доказана теорема существования и единственности поставлен-
ной задачи в классах Соболева. Решение рассматриваемой задачи построено
в виде суммы ряда по системе собственных функций многомерной спектраль-
ной задачи, для которой найдены её собственные значения как корни транс-
цендентного уравнения и построена соответствующая система собственных
функций. Показана, что эта система собственных функций является полной
и образует базис Рисса в пространствах Соболева. На основании полноты
системы собственных функций получена теорема единственности решения
поставленной начально-граничной задачи.

Литература

[1] Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. 3-е изд. М.: Наука,
1977. 736 с.

[2] Сабитов К.Б. К теории начально-граничных задач для уравнения колебаний балки //
Дифференциальные уравнения. 2017. Т.: 53. №5. С. 665-671.
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О поведение решений смешанной задачи для
многомерного уравнения теплопроводности

Н.М.Комилов
Андижанский государственный университет

Рассмотрим в области Ω ⊂ RN уравнение теплопроводности
ut(x, t) = ∆u(x, t), x ∈ Ω, t > 0 (1)

с начальными и граничными
u(x, 0) = ϕ(x), u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω (2)

условиями. Решение смешанной задачи (1)-(2) ищеем в виде u(x, t) =
∞∑
n=1

ϕne
−λn tvn(x). Тогда начальные условия перепишется в виде u(x, 0) =

∞∑
n=1

ϕnvn(x) = ϕ(x), где {λn}∞n=1 – собственные значения, {vn(x)}∞n=1 – со-

ответствующие собственные функции задачи на собственные значения.
−∆v(x) = λv(x) при x ∈ Ω и v(x) = 0 приx ∈ ∂Ω, (3)

ϕn – коэффициент Фурье функции ϕ(x) по собственным функциям {vn(x)}∞n=1

оператора Лапласа.

Теорема 1. Пусть 0 < α < 1 и ряд
∞∑
n=1
|ϕn|2λ

2α+N
2

n <∞ сходится. Тогда

выполняются следующая оценка u(x, t) = ϕ(x) +O(tα) при t→ +0.

Теорема 2. Пусть ϕ(x)-кусочно-гладкая функция. Предположим, что
для каждого компакта G ⊂ Ω равномерно выполнена соотношения u(x, t)−
ϕ(x) = o(t) при t→ +0. Тогда функция ϕ(x) является гармонической функ-
цией в области Ω, т.е. ∆ϕ(x) = 0, x ∈ Ω.

Литература
[1] Alimov Sh.A. On the eigenfunction expansion of a piecewise smooth function // Journal of

Fourier Analysis and Applications. Boston, 2003. Vol. 9, No 1. Pp. 67-76.
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Сходимость приближенного решения одной задачи
Массо-теплопереноса

А.З.Маматов, Г.Жумабоев, М.Атажанова
Ташкентский институт текстильной и лёгкой промышленности

maz54@mail.ru

Рассматривается одна краевая задача параболического типа с переменны-
ми коэффициентами для определения тепло-влажностного состояния хлопка-
сырца в барабанных сушилках [1]:{

ρ∂T∂τ = λ∂T
2

∂x2 − ϑcρ
∂T
∂x − α(T − TB(x)) + ε ρ r21

∂U
∂τ

cmρ
∂U
∂τ = λm

∂2U
∂x2 + λmδ

∂2T
∂x2 − β(U − UB(x))− ϑcmρ∂U∂x

(1)

с начальными
T (x, 0) = T0(x), U(x, 0) = U0(x) (2)

и граничными условиями третьего рода
∂U

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂U

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0, −λ ∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= α1(T − TB), λ
∂T

∂x

∣∣∣∣
x=l

= α1(T − TC)

(3)
где T, TB, TC – соответственно температура хлопка сырца, сушильного агента
(воздуха) и внешней среды; U,UB – соответственно влагосодержание хлопка
сырца и воздуха.

Предлагается схема приближенного решения задачи (1)-(3) методом Га-
леркина.

Литература

[1] Лыков А.В. Тепломассообмен справочник. М.: Энергия, 1978.

[2] Михлин С.Г. Численная реализация вариационных методов. М.: Наука, 1966.

Краевая задача с интегральным условием для
уравнения Лапласа в круге

Ш.Т.Нишонова
Ферганский государственный университет

Рассмотрим уравнение Лапласа
L [u] ≡ uxx + uyy = 0 (1)

в области Ω =
{

(x, y) : x2 + y2 < 1
}
и исследуем следующую задачу:
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Задача. Найти непрерывное в области Ω решение u (x, y) уравнения (1),
удовлетворяющее условию

u (x, y) = k

1∫
0

u (rx, ry) dr + f (x, y) , (x, y) ∈ σ, (2)

где σ =
{

(x, y) : x2 + y2 = 1
}
, f (x, y) – заданная непрерывная функция на

σ, k = const 6= 0.
С помощью принципа экстремума можно доказать, следующую теорему:

Теорема 1. Если |k| < 1, то поставленная задача не может иметь
более одного решения.

Теорема 2. Если |k| < 1, f (x, y) ∈ C2 [0, 2π] ∩C3 (0, 2π) , f0 (0) = f0 (2π),
f
′

0 (0) = f
′

0 (2π), то ряд в Ω, а ряды νρρ и νϕϕ, полученные из него дифферен-
цированием, сходятся абсолютно и равномерно в области ∀Ω ⊂ Ω.

Поэтому функция ν (ρ, ϕ), определенная рядом, удовлетворяет всем усло-
виям задачи {(1) , (2)}.

Литература
[1] Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физики. М.: Наука. 1972.

724 с.

Задачи со смещением для одного вырождающегося
гиперболического уравнения второго рода

А.Б.Окбоев
Ферганский государственный университет

Рассмотрим уравнение
Lα,λ(u) ≡ uxx + yuyy + αuy − λ2u = 0, y < 0, (1)

в конечной односвязной области D, ограниченной характеристиками AC :
x − 2

√
−y = 0, BC : x + 2

√
−y = 1 и AB : y = 0 уравнения (1) при y ≤ 0,

где n = 0, 1, 2, ... и α = 1/2− n, n ∈ N , а λ ∈ R или iλ ∈ R.
В работе [1] для уравнения (1) в области D при α 6= −n, n = 0, 1, 2, ...,

α 6= 1/2 − n, n ∈ N была сформулирована и исследована ряд задач со сме-
щением. Настоящая работа является продолжением работы [1] и исследуется
аналогичная задача при n = 0, 1, 2, ... и α = 1/2− n, n ∈ N .

Задача. Найти регулярное в области D решение u(x, y) ∈ C(D) уравне-
ния (1) при α = 1/2− n, n = 0, 1, 2, ..., удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = τ(x),∀x ∈ [0, 1],
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a (x)A1,λi
0x

{
D1+n

0x [u (θ0)]
}

+ b (x)A1,λi
x1

{
D1+n
x1 [u (θ1)]

}
+

+c (x) lim
y→0

(−y)α ∂
∂y

[
u− A−1/2−n (τ, λ)

]
= f (x) , ∀x ∈ (0, 1) ,

где τ(x), a(x), b(x), f(x) – заданные функции,

A1,λ
kx [g (x)] = g (x)−

x∫
k

g (t) t−k
x−k

∂
∂tJ0

[
λ
√

(x− k) (x− t)
]
dt,

A−1/2−n (τ, λ) =
n+1∑
k=0

Ck
n+1(4y)k

k!(−n+ 1/2)k

1∫
0

Ψk (τ, λ) [z (1− z)]kJ̄k (σ)dz,

D1−β
0x и D1−β

x1 – операторы дробного дифференцирования.
Теорема. Если выполняется условие

(1/4)n+1/2xna(x) + (1/4)n+1/2(1− x)nb(x) + (n!) /2 (2n)! c(x) 6= 0, x ∈ [0, 1] ,

τ(x) ∈ C(2n+3)[0, 1]; a(x), b(x), f(x) ∈ C[0, 1],

то задача имеет единственное решение.

Литература
[1] Уринов А.К., Окбоев А.Б. Краевая задача типа А.М.Нахушева для одного вырождаю-

щегося гиперболического уравнения второго рода. Бюллетень Института математики,
№4, 2018, С. 36-45.

Некоторые краевые задачи для дифференциального
уравнения дробного порядка

Д.Д.Орипов
Ферганский государственный университет

Аналогично дифференциальным уравнениям целого порядка излучается
задача Коши и краевые задачи для дифференциальных уравнений дробного
порядка [1,2].

Рассмотрим дифференциальные уравнение дробное порядка, вида
Dα
axy (x)− λy (x) = f (x) , 1 < α < 2, x ∈ (a, b) , λ ∈ R (1)

здесь f (x) – заданная функция, a, b ∈ R, −∞ < a < b < +∞.
Задача 1. Найти решение y (x) ∈ Cα

2−α [a, b] уравнения (1), удовлетворя-
ющее условиям

a1 lim
x→a

[
(x− a)2−α y (x)

]
+ b1 lim

x→a

[
(x− a)1−α y (x)

]
= k1, (2)
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a2y (b) + b2y
′ (b) = k2 (3)

где a1, a2, b1, b2, k1, k2 – заданные дествительные числа, причем a2
1 + b2

1 6= 0 и
a2

2 + b2
2 6= 0,

Cα
2−α [a, b] = {y (x) ∈ C2−α [a, b] : Dα

axy (x) ∈ C2−α [a, b]} .

Теорема 1. Если f (x) ∈ Cγ [a, b] (0 6 γ < 1), то краевая задача
{(1), (2), (3)} однозначно разрешима, где

Cγ [a, b] = {y (x) : (x− a)γ y (x) ∈ C [a, b]} .

Задача 2. Требуется определить решение y (x) ∈ Cα
2−α [a, b] уравнение

(1), удовлетворяющее условиям

a1 lim
x→a

[
(x− a)2−α y (x)

]
+ b1 lim

x→a

[
(x− a)1−α y (x)

]
= k1, (4)

y (b) =
∞∑
n=1

cn

βn∫
αn

y (x) dx+ k2, (5)

где a1, b1, cn, αn, βn, k1, k2 – заданные дествительные числа, причем a2
1+b2

1 6= 0,
a < α1 < β1 < α2 < β2 < . . . < αn < βn < b, n ∈ N .

Теорема 2. Если f (x) ∈ Cγ [a, b] (0 6 γ < 1), то существует единствен-
ное решение задачи {(1), (4), (5)}.

Литература
[1] Нахушев А.М. Дробное исчисление и его применение. -Москва: Физматлит, 2003.

[2] Килбас А.А. Теория и приложения дифференциальных уравнений дробного порядка.
-Самара: 2009.

Единственность решения второй краевой задачи для
бипараболического уравнения в квадранте

Ш.А.Орипов
Ферганский государственный университет

Введем обозначения Ω = {(x, y) : x > 0, y > 0}, S = S1 ∪ S2 ∪ {0}, S1 =
{(x, y) : x > 0, y = 0}, S2 = {(x, y) : x = 0, y > 0}.

В области Ω для уравнения(
∂

∂y
− ∂2

∂x2

)2

u = 0 (1)

исследуем следующую задачу.
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Задача А. В области Ω требуется найти функцию u (x, y) ∈ C3,1
x,y

(
Ω̄
)
∩

C4,2
x,y (Ω), удовлетворяющую уравнению (1), начальным

u (x, 0) = ϕ1 (x) , uy (x, 0) = ϕ2 (x) , 0 ≤ x < +∞, (2)
и граничным

ux (0, y) = ν (y) , uxxx (0, y) = θ (y) , 0 ≤ y < +∞, (3)
условиям, где ϕ1 (x) , ϕ2 (x) , ν (y) и θ (y) – заданные непрерывные функции,
причем имеет место следующее условие согласования ϕ′1 (0) = ν (0) и θ (0) =
ϕ′′′1 (0).

Теорема. Если существует решение задачи (1)-(3), то оно единствен-
но.

Литература
[1] Уринов А.К. Краевые задачи для дифференциальных уравнений параболического ти-

па. Т.: Мумтоз суз, 2015.

О разрешимости смешанной задачи для одной системы
составного типа

И.Ф.Сраждинов, Ж.Д.Дехконов
Алмалыкский филиал Ташкентский государственный технический

университет

Изучается вопрос о разрешимости смешанной задачи для системы состав-
ного типа

Utt + Vxx = aV, Vtt − Vxx = bU (1)
в цилиндре Ω = {(x; t) : 0 ≤ x ≤ l, t > 0} , с краевыми условиями и началь-
ными условиями

U (0, t) = V (0, t) = U (l, t) = V (l, t) = 0, (2)

U
′

t (x; 0) = ϕ (x) ; V
′

t (x; 0) = Ψ (x) , (3)
a и b отличные от нуля заданные действительные числа.

Задача.Найти функции U = U(x; t) и V = V (x; t) являющиеся решением
системы (1) и удовлетворяющие условиям (2) и (3).

Детальный анализ работ посвященных смешанной задаче для гиперболи-
ческих и параболических уравнений а также подробное исследование таких
задач проведено в [1]. Определение систем составного типа и постановку кра-
евых задач к ним можно найти в [2].

Используя метод [1] получено решение в виде рядов.
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Литуратура
[1] Ильин В.А. О разрешимости смешанных задач для гиперболического и параболиче-

ского уравнений. Успехи математических наук. T. XV, вып. 2(92), 1960, С. 97-154.

[2] Джураев А.Д. Метод сингулярных интегральных уравнений. М.: Наука. 1987. 415 с.

Нелокальная задача со свободной границей для
квазилинейного уравнения диффузии с нелинейным

граничным условием

Р.Н.Тураев
Институт математики АН РУз имени В.И.Романовского

rasul.turaev@mail.ru

Настоящее время в современной науке наблюдается повышенный интерес
к процессам, происходящим в нелинейных средах, которых можно указать
задачи гидро – и газодинамики, физики плазмы, теории химических реакций
и др [1,2].

В связи с постановкой новых задач возникает необходимость разработки
новых подходов в исследовании нелинейных задач математической физики,
решающихся с помощью математических моделей процессов в нелинейных
средах [1,2]. При этом многие из указанных задач приводятся к краевым за-
дачам со свободной границей локальных и нелокальных задач для различных
параболических уравнений [3,4].

В настоящей работе рассматривается нелокальная задача со свободной
границей типа Флорина для квазилинейного параболического уравнения с
нелинейными граничными условиями.

Требуется найти на некотором отрезке 0 ≤ t ≤ T непрерывно диффе-
ренцируемую функцию s(t), такую, что s(0) = s0 > 0, 0 < ṡ(t) ≤ N , s(t) –
удовлетворяет условию Гельдера, а функция u(t, x) в области D = {(t, x) :
0 < t ≤ T, 0 < x < s(t)} удовлетворяет уравнению

ut(t, x) = a(ux)uxx(t, x) + bu2
x(t, x), (t, x) ∈ D, (1)

и следующим начальным и граничным условиям
u(0, x) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ s0, (2)

ux(t, 0) = ψ(t, u(t, 0)), 0 ≤ t ≤ T, (3)

αu(t, 0) = u(t, s(t)), 0 ≤ t ≤ T, (4)

ux(t, s(t)) = ω(t), 0 ≤ t ≤ T. (5)
Исследование проводится по следующей схеме. Сначала задача сводится

типа задача Стефана и доказывается их эквивалентность. Далее, устанавли-
вается априорные оценки свободной границей и решений и их производных
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в норм Гельдера. На основе установленных оценок исследуется поведение
свободной границы в рассматриваемом промежутке времени, доказывается
единственности решения первоначальной задачи. И в итоге доказывается су-
ществование решения полученной и первоначальной задачи при помощи ме-
тодом неподвижной точки Шаудера [4].

Литература
[1] Кружков С. Н. Нелинейные параболические уравнения с двумя независимыми пере-

менными // Труды Моск. Матем. общва, 1967, Т. 16, С. 329-346.

[2] Самарский А.А., Вабищевич П.Н. Вычислительная теплопередача. М.: Едиториал,
УРСС, 2003, 784 с.

[3] Тахиров Ж.О. Неклассические нелинейные задачи и задачи со свободной границей.
Ташкент, 2014. 240 с.

[4] Cannon J.R., Salman M. On a class of nonlinear nonclassical parabolic equation.
J.Applicable Analysis. Vol. 85, No.1-3, 2006. pp. 23-44.

Доказательство единственности обобщенного решения
смещенной задачи параболического типа

М.Тухтасинов1, Г.М.Абдуолимова2

1Национальный университет Узбекистана имени М.Улугбека
2Андижанский государственный университет
mumin51@mail.ru, abduolimova81@inbox.ru

В данной работе рассмотрена третья краевая задача параболического
уравнения второго порядка. После записи уравнения в виде интеграла вво-
дятся понятия обобщенного решения, единственность которого доказывается
обобщением соответствующей идеи из книги [1].

Рассмотрим следующую задачу
∂u

∂t
+ Lu = f (x, t) , x ∈ Ω, t > 0, (1)

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω, (2)

Pu = µ (x, t) , x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, (3)
где f (x, t) , u0 (x) и µ (x, t) заданные функции, а операторы L, P опре-

делены следующим образом: Lu =
n∑

i,j=1

∂
∂xi

(
aij (x) ∂u

∂xj

)
+ a (x)u, x ∈ Ω,

Pu =
n∑

i,j=1

aij (x) ∂u
∂xi

cos (n, xj) + h (x)u, x ∈ ∂Ω причем первый опера-

тор положительно определенный. В пространстве R(n+1) обозначим цилиндр
QT = {(x, t) : x ∈ Ω, 0 < t < T} , здесь T – высота цилиндра.
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Пусть u(x, t) классическое решение задачи (1)-(3), существование которо-
го установлено каким-либо способом при соответствующих предположениях
относительно всех данных задачи. Тогда имеем

τ∫
0

∫
Ω

v

(
∂u

∂t
+ Lu− f (x, t)

)
dxdt = 0, τ ≥ 0, (4)

для любой функции v(x, t) с условием v|t=T = 0.
Интегрированием по частям из (4) имеем∫

Ω

v (x, τ)u (x, τ) dx+

τ∫
0

∫
Ω

(
−u∂v

∂t
+

n∑
i,j=1

aij (x)
∂u

∂xj

∂v

∂xi
+ a (x)uv

)
dxdt+

(5)

+

τ∫
0

∫
∂Ω

h (x)uvdSdt =

τ∫
0

∫
∂Ω

µvdxdt+

∫
Ω

u0 (x) v (x, 0) dx+

τ∫
0

∫
∂Ω

fvdxdt.

Определение. Обобщенным решением начально – краевой задачи (1)-(3)
называется функция u (x, t) ∈ W 1,0

2 (Ω× (0, T )) удовлетворяющая тождеству
(5) при любых v (x, t) ∈ W 1,1

2 (Ω× (0, T )) и 0 < τ < T.
Теорема. Начально-краевая задача (1)-(3) не может иметь более одно-

го обобщенного решения.

Литература
[1] Михайлов В.П. Дифференциальные уравнения в частных производных. М:. Наука,

1976.

Краевая задача для уравнения четвертого порядка с
сингулярным коэффициентом в прямоугольнике

А.К.Уринов, М.С.Азизов
Ферганский государственный университет

В прямоугольнике Ω = {(x, t) : 0 < x < p, 0 < t < T} рассмотрим следу-
ющую смешанную задачу для уравнения

Lu ≡ uxxxx + utt +
2γ

t
ut = f (x, t) , 0 < γ < 1/2 . (1)

Задача A1. Найти в области Ω регулярное решение u (x, t) уравнения (1),
удовлетворяющее следующим начальным и краевым условиям

u (x, 0) = ϕ1 (x) , 0 ≤ x ≤ p; u (x, T ) = ϕ2 (x) , 0 < x < p

ux (0, t) = 0, ux (p, t) = 0, uxxx (0, t) = 0, uxxx (p, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

где f (x, t) , ϕ1 (x) и ϕ2 (x) – заданные функции.
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Теорема 1. Пусть числа p и T такие, что для ∀ n = 1, 2...

J1/2 −γ

(
(nπ/p )2T

)
6= 0,

где Jw (z) – функция Бесселя первого рода порядка w [1]. Если существует
регулярное решение задачи A1, то оно единственно.

Теорема 2. Если f (x, t) ∈ C4,0
x,t

(
Ω
)
, fxxxxx (x, t) ∈ C (Ω) ∩ L2 (Ω) ,

fx (0, t) = fx (p, t) = 0, fxxx (0, t) = fxxx (p, t) = 0 и ϕ1 (x) , ϕ2 (x) ∈ C4 [0, p] ,

ϕ
(5)
1 (x) , ϕ

(5)
2 (x) ∈ C (0, p) ∩ L2 (0, p), ϕ1

′ (0) = ϕ1
′ (p) = 0, ϕ2

′ (0) = ϕ2
′ (p) =

0, ϕ′′′2 (0) = ϕ′′′2 (p) = 0, то регулярное решение задачи A1 существует.

Литература

[1] Ватсон Ж.Н. Теория бесселевых функций. Tом. 1. M.: Изд. ИЛ, 1949. 798 с.

Модифицированная задача Коши для одного
гиперболического уравнения второго рода

Ш.Фармонов
Ферганский государственный университет

Пусть Ω – конечная односвязная область плоскости xOy,
ограниченная отрезками OA = {(x, y) : y = 0, 0 ≤ x ≤ 1},
OB =

{
(x, y) : x+ y = 0, 0 ≤ x ≤ 1

4

}
и дугой BA ={

(x, y) :
√
x+
√
−y = 1, y < 0, 1

4 < x < 1
}
. В области Ω рассмотрим уравне-

ние
xuxx + y uyy + (−n+ 1/2 ) ux + (−n+ 1/2 ) uy = 0, n = 0, 1, 2, ... . (1)
Отметим, что уравнение (1) принадлежит гиперболическому типу, при-

чем отрезок OA характеристикой уравнения (1), которая к тему же является
линией вырождения типа. Решении следующая задача:
найти функцию u (x, y) ∈ C

(
Ω
)
, удовлетворяющую в области Ω уравнению

(1) и начальным условиям
u (x, 0) = τ (x) , 0 ≤ x ≤ 1;

lim
y→−0

(−y)−n+1/2 [u− A (τ)]
′

y = ν (x) , 0 < x < 1, (2)

где τ (x) и ν (x) – заданные функции,

A (τ) =
n∑
k=0

Pn,k(−xy)k/2
[
τ (k)

(
x− y − 2

√
−xy

)
+ (−1)kτ (k)

(
x− y + 2

√
−xy

)]
,

здесь Pn,k = 22k−1n! (2n− k)!/[(2n)! k! (n− k)!] .



107 Section. Differential equations

Задача решается методом сведения к уравнению Эйлера-Пуассона-Дарбу
[1, 2].

Литература

[1] Крикунов Ю.М. Краевые задачи для модельных уравнений смешанного типа. Учебное
пособие. Казань: Издательство Казанского университета. 1986. 148 с.

[2] Хайруллин Р.С. К теории уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу // Изв. вузов. Казань,
1993. №11(378). C. 69-76.

О задаче Коши для уравнения Лапласа

А.Б.Xасанов, Ф.Р.Турсунов
Самаркандский государственный университет

Пусть x = (x1, x2) и y = (y1, y2) точки двумерного Евклидового простран-
ства R2, G ограниченная односвязная область в R2 с границей ∂G, состоя-
щей из компактной части T = {y1 ∈ R : a1 ≤ y1 ≤ b1} и гладкой дуги кривой
S : y2 = h(y1) лежащей в полуплоскости y2 > 0. G = G ∪ ∂G, ∂G = S ∪ T ,
d/dn – оператор дифференцирования по внешней нормали к ∂G.

Решение задачи Коши будем строить в области G, когда данные Коши
заданы на части границы S.

В области G рассмотрим уравнение Лапласа

∂2U

∂y2
1

+
∂2U

∂y2
2

= 0. (1)

Требуется найти гармоническую функцию U(y) = U(y1, y2) ∈ C2(G) ∩
C1(G), у которого известны значения на части S границы ∂G, т.е

U(y)|S = f(y),
∂U(y)

∂n

∣∣∣∣
S

= g(y). (2)

Здесь f(y)и g(y) заданные функции класса C(S) и C1(S) соответственно.
Рассматриваемая задача (1)-(2) относится к некорректным задачам

математической физики. В работе А. Н. Тихоновa [4], выяснено истинную
природу некорректных задач математической физики. Он указал практиче-
скую важность неустойчивых задач и показал, что если сузить класс возмож-
ных решений до компакта, то из существования и единственности следует
устойчивость решения, т.е. задача становится устойчивой.

Отметим, что при решении прикладных задач следует найти приближен-
ные значения решения U(x) и ∂U(x)

∂xi
, x ∈ G, i = 1, 2. В данной работе строится
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семейство функций U(x, σ, fδ, gδ) = Uσδ(x) и ∂U(x,σ,fδ,gδ)
∂xi

= ∂Uσδ(x)
∂xi

, i = 1, 2 за-
висящих от параметра σ и доказывается, что при специальном выборе пара-
метра σ = σ (δ) семейство Uσδ(x) и ∂Uσδ(x)

∂xi
при δ → 0 сходится в каждой точке

x ∈ G к решению U(x) и его производную ∂U(x)
∂xi

соответственно. Семейство
функций U(x, σ, fδ, gδ) и

∂U(x,σ,fδ,gδ)
∂xi

с указанными свойствами, называется ре-
гуляризованным решением по М.М. Лаврентьеву [6].

Если при указанных условиях вместо данных Коши заданы их непрерыв-
ные приближения с заданным уклонением в равномерной метрике, то предла-
гается явная формула регуляризации. При этом предполагается, что решение
ограничено на части T границы.

Метод получения указанных результатов основан на конструкции в яв-
ном виде фундаментального решения уравнения Лапласа, зависящего от по-
ложительного параметра, исчезающего вместе со своими производными при
стремлении параметра к бесконечности на T , когда полюс фундаментального
решения лежит в полуплоскости y2 > 0.

Пусть σ > 0, y′ = (y1, 0), x′ = (x1, 0), r =| y−x |, α =| y′−x′ |, α2 = s, w =
i
√
u2 + α2 + y2, u ≥ 0. Определим при α > 0 функцию Φσ(x, y) следующим

равенствам:

−2πeσx
2
2Φσ(x, y) =

∫ ∞
0

Im

[
eσw

2

w − x2

]
udu√
u2 + α2

, w = i
√
u2 + α2 + y2. (3)

Отделяя мнимую часть функции Φσ(x, y) имеем

Φσ(x, y) =
1

2π
e−σ(α2+x22−y22)

[∫ ∞
0

e−σu
2

cos 2σy2

√
u2 + α2udu

u2 + r2
−

−
∫ ∞

0

e−σu
2

(y2 − x2) sin 2σy2

√
u2 + α2

u2 + r2

udu√
u2 + α2

]
.

(4)

Обозначим

ϕσ(x, y, u) = cos τ
√
u2 + α2 − (y2 − x2) sin τ

√
u2 + α2

√
u2 + α2

, τ = 2σy2.

Тогда Φσ(x, y) принимает вид:

2πeσ(α2+x22−y22)Φσ(x, y) =

∫ ∞
0

ϕσ(x, y, u)

u2 + r2
ue−σu

2

du.

В работе [9] доказано, что функция определенная равенствами (3) при
σ > 0 представима в виде
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Φσ(x, y) = F (r) +Gσ(x, y) (5)
где F (r) = 1

2π ln 1
r , Gσ(x, y) – функция гармоническая по y в R2 включая

y = x. Отсюда следует, что функция Φσ(x, y) для любого σ > 0 по y является
фундаментальным решением уравнения Лапласа. Фундаментальное решение
Φσ(x, y) с указанным свойством называется функцией Карлемана для полу-
пространства [6]. Поэтому для функция U(y) = U(y1, y2) ∈ C2(G) ∩ C1(G) и
любого x ∈ G справедлива следующая интегральная формула Грина:

U(x) =

∫
∂G

[
∂U

∂n
Φσ(x, y)− U(y)

∂Φσ(x, y)

∂n

]
dSy. (6)

Обозначим

Uσ(x) =

∫
S

[
g(y)Φσ(x, y)− f(y)

∂Φσ(x, y)

∂n

]
dSy. (7)

Пусть функция U(y) = U(y1, y2) ∈ C2(G) ∩ C1(G) на S удовлетворяет
условие (2) и на части T границы ∂G выполнено неравенство

|U(y)|+
∣∣∣∣∂U(y)

∂n

∣∣∣∣ ≤M, y ∈ T, (8)

здесь M > 0. При σ > 0 получены оценки для разностей |U(x)− Uσ(x)| и∣∣∣∂U(x)
∂xi
− ∂Uσ(x)

∂xi

∣∣∣.
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Confidence Intervals for Concentration Parameter in Von
Mises Distribution for Circular Data
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Directional statistics is a branch of statistics which deal with the data in
angle form in which the method of analysis is different from linear data. For
example, the distribution analogues to the normal distribution in linear data
is known as circular normal distribution. This study focuses on the efficient
approximation for the concentration parameter in von Mises distribution and its
confidence interval. A new method of approximating the concentration parameter
is proposed, and the performance of the proposed method is studied via simulation
study. Several methods in constructing the confidence interval (CI) for the
concentration parameter are proposed including CI based on circular population,
CI based on the asymptotic distribution of concentration parameter, CI based
on the distribution of mean resultant length and also CI based on bootstrap-
t method. All proposed methods are validated via simulation study and the
performance indicator such as an expected length and its coverage probability
are evaluated.

The Progressive Susceptible-Infected-Detected-Removed
Model of Internet Worm Propagation

F.T.Adilova, U.U.Jamilov
Institute of Mathematics, Tashkent, Uzbekistan
fatadilova@gmail.com, jamilovu@yandex.com

In recent years, the worms and their ability to infect has increased a lot.
In order to know them we have to look into their propagation patterns. An
accurate model with proper analysis can help us to comprehensively study how
a worm propagates under various conditions. Computer worms look similar to
biological viruses in their propagation behaviors and self-replication. Thus, the
mathematical models developed for the study of biological infectious diseases can
be adapted to the study of computer worm propagation. Many attempts have
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been made in this domain to model the worm propagation behavior, such as
PSIRD. In this paper we develop the discrete time dynamical system of network
worm propagation, presented in quadratic stochastic operators (QSO) form of
PSIRD models. This approach simultaneously solves two important problems: (i)
exploring of the QSO trajectory’s behavior, we described the set of limit points,
thereby completely solved the main problem of worm propagation modelling,
(ii) we show a new application of the theory QSOs. Thus proposed biologically-
inspired model represents a more realistic picture of the worm propagation process,
compared to the existing state-of-the-art analytical models.

The Progressive Susceptible-Infected-Detected-Removed (PSIDR) model: In
the PSIDR model, it is assumed that epidemic events are divided into two periods.

The pre-response period. Initially, the worm infects one host on the network.
For several days (hours), the worm spreads over the network without being noticed
by most users. In terms of the PSIDR model, this phase is characterized by a
positive infection rate (worm birth) β without cure attempts. Vulnerable nodes
become infected with a probability of β if they are in contact with an infected
node.

The response period. After a period of time, the worm is detected on some
hosts. Its signatures are highlighted and entered into the anti-virus software
database. Uninfected nodes become immune to this worm, and infected hosts
are “cured” with a certain frequency, depending on the update rate of the anti-
virus database. This period in the model under consideration is characterized by
the same frequency of birth of the worm, but vulnerable nodes are cured with the
frequency µ, and already infected nodes are detected with the frequency µ and
cured with the frequency δ. The parameter µ essentially characterizes the speed
at which the update of the anti-virus database spreads after the initial detection
of the worm.

Thus, the PSIDR model assumes that the epidemic can be divided into two
periods and it is assumed that the number of nodes in the network N is constant.
When 0 < t < π it is must be S (t) + I (t) = N. The system is described by the
following equations.

d S

d t
= − β S I, d I

d t
= β S I. (1)

When t ≥ π it is must be S (t) + I (t) + D (t) + R (t) = N. The system is
described by the following equations:
d S

d t
= − β S I −µS, d I

d t
= β S I −µ I, dD

d t
= µ I − δ D, dR

d t
= δ D+ µS.

(2)
Note that in [1] the continuous time dynamical systems generated by operator (1),
(2) studied in details. We consider the discrete time versions of PSIRD models
generated by a quadratic stochastic operators acting in the three-dimensional
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simplex into itself.
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On Mathematical Models Described by the Nonlinear
Parabolic Equation with Variable Density and Absorption
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Many processes in applied sciences are modeled by means of nonlinear ordinary
equations, partial differential equations or systems of such equations. When
suitable additional conditions are given – usually initial and boundary conditions
– we deal with correctly posed problems. Many of the most important models
in science, in practice, are generally described by nonlinear equations and partial
differential systems. These equations have properties that are absent in linear
theory and therefore make them quite difficult to solve and analyze. In addition,
these nonlinear properties are often associated with essential features of real-world
phenomena; linear approximation is only a first-step procedure to prepare for more
realistic nonlinear analysis.

Nonlinear mathematical models are source of new phenomena and this
motivated the introduction of new methods in the fields of mathematical analysis,
partial differential equations and other disciplines, becoming the most active area
of mathematical research since the last century. One of the most remarkable
properties that distinguish nonlinear problems from linear ones is the possibility
of singularities arising, even in the presence of perfectly smooth data, or more
precisely, in a data class for which the theory of existence, uniqueness, and
continuous dependence can be established in small time intervals, the so-called
problems with well-posed in small.

Consider in the domain QT =
{

(t, x) : 0 < t < T, x ∈ RN
}
problem Cauchy

for double nonlinear equation (DNLE)

|x|−l∂u
∂t

= ∇
(
|x|n
∣∣∇uk∣∣p−2∇ul

)
+ εγ(t)|x|−luq,

ε = ±1, u(0, x) = u0(x), x ∈ RN (1)
where m ≥ 1, p ≥ 2, k ≥ 1, n, q are given numerical parameters.
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The motivation for considering such equation is that it is a degenerate partial
differential equation and therefore is a source for the emergence of new nonlinear
effects such as finite velocity propagation of perturbation, a spatial localization of
bounded and unbounded solutions to the emergence of which were first established
in the works [1] for the particular value of the numerical parameters when l = 0,
q = 0, k = 1, p = 2.

Equation (1) in the case p=2 is called porous media equation to which is
devoted to a huge number of works (see for example [2]) and references therein).

In the case when k = 1, m = 1 is called the p-Laplacian equations] and the
literature therein). In the case k = m it called Lp(u

m) Laplace equation. The
equation (1) in the case k(p− 2) +m− 1 > 0 is called slowly diffusion and when
k(p − 2) + m − 1 < 0 it called the fast diffusion equation. Case is critical and
k(p− 2) +m− 1 = 0, l = 2 we call a double critical case.

In this talk the qualitative properties of solution of the problem (1) depending
on value of numerical parameters and initial data are considered. Estimates of a
weak solution for the slowly diffusion, the fast diffusion, the critical and double
critical cases, asymptotic of self-similar solutions, the numerical aspects considered
problem are discussed.
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1. Introduction. Minimizing measurement error is of utmost importance
to both manual and 3D anthropometry approaches. Anthropometric data are
commonly collected manually using callipers and measuring tapes (traditional
anthropometry), providing information on the static dimensions of the body in
a standard position. This kind of measurement may be impractical because the
observer needs to be carefully trained, the results may vary in accordance with
the observer’s skill level and measurement protocol, and the procedure may take
longer. In contrast, when using 3D body scanning, raw data acquisition is rapid
(in seconds) (Zancarano et al., 2015). An automated 3D body scanner could
potentially enhance the reliability of these anthropometric measurements since
the reproducibility of manual measurements of waist and hip circumferences has
been questioned (Medina-Inojosa et al., 2016).

2. Material and Methods. A pilot study was conducted among 30
participants to obtain their waist and hip circumference using manual and
automated measurement. Each participant was subsequently scanned and
manually measured twice. There were two ways in which reliability was
determined. The first was via analysis using the Intraclass Correlation Coefficient
(ICC). Correlation coefficient was used to demonstrate the strength of the
relationship between two repeated measurements. The range values for reliability
coefficient start from 0 to 1. A coefficient of below 0 shows “no reliability”, while>0
to <0.2 is slight reliability, 0.2 to <0.4 is fair reliability, 0.4 to <0.6 is moderate,
0.6 to <0.8 is substantial and 0.8 to 1.0 is almost perfect reliability (Jamaiyah
et al., 2010). The second method was using the Bland Altman plot to provide
an illustration of the spread of differences in readings, the mean difference, and
the upper and lower limit of agreement for intra-observer reliability. In Bland-
Altman plots, there is no such ‘acceptable’ range (Jamaiyah et al., 2010). The
technical error of measurement (TEM), which is an accuracy index, was also
calculated to determine the error margin in anthropometry. The TEM index allows
anthropometrists to verify the accuracy degree when performing and repeating
anthropometrical measurements. Relative TEM using <1.50�0 as the acceptable
ranges for beginner anthropometrist levels for an intra-examiner is (Jamaiyah et
al. 2010). TEM was calculated using following formula:

TEM =

∑
D2

2N
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D=difference between the 1st and 2nd measurements, N=number of participants.

3. Results. The results of correlation coefficient of intra-observer analysis
using ICC are 0.970 for WC and HC was 0.980, which means a strong correlation
between two repeated measurement of WC and HC that obtained through
3D body scanner. This indicates a high degree of reliability between the
measurements. For visual inspection of WC measurement using the 3D body
scanner, Figure 4.1 shows that the average mean differences across all values
of reading were 0.21 cm with upper limit of +1.2cm and lower limit of -0.8cm. For
WC taken using MM, the average mean value is 0.17 with upper limit +0.9 and
lower limit -1.2cm. For HC, the average was -0.0067 cm, with an upper limit of
+0.9 cm and lower limit of -0.9 cm. In contrast, HC taken using MM shows more
variation, in which the average mean was 0.07, the upper limit was +1.4cm, and
the lower limit was -1.3cm.

The Bland-Altman plot (Figure 1) also shows a high agreement for intra-
observer of each measurement in which all values in the diagram were within
upper and lower boundaries. It can clearly be seen that both Bland-Altman plots
for waist and hip circumference in automated measurement showed less deviation
from the average mean value. The points were scattered close to zero, which
was consistent with ICC analysis of almost perfect agreement. As a summary,
based on the repeated measurement of WC and HC, all ICC values were >0.97
which indicates strong reliability. The ICC value suggests that the NX16 3D body
scanner has relatively high internal consistency and thus represents a reliable tool
for assessing human body dimensions.

The results for TEM are tabulated in Table 1. For automated measurement,
the relative TEMs for intra-observer for WC and HC were 0.20�0 and 0.10�0 ,
respectively. As for manual measurement, the relative TEMs value of WC and
HC were slightly similar for WC while HC slightly higher. Further analysis
was conducted to determine the precision of the 3D body scanner compared to
manual measurement. The CV is calculated to further determine the precision
of both of the measurements methods. Variability of readings were minimal for
automated measurement. Percentages of CV for automated measurement of WC
and HC are 0.120�0 and 0.090�0 , respectively, indicating good precision. For manual
measurements of WC and HC at 0.180�0 and 0.120�0 , respectively (See Table 1).
AM produced slightly less value compared to MM, indicating the higher accuracy
of the 3D body scanner in extracting measurement.

Figure 1: Bland-Altman Plots illustrating WC and HC as measured manually
versus using the 3D-scanner for the entire participants studied. Notes: AM
represent automated measurement; MM, manual measurement; WC, waist
circumference and HC, hip circumference.
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Table 1: Relative TEM classification results and Percentage of Coefficient of
Variation for WC and HC measurements.

Type of measurements TEM %TEM CV(%)

Waist Circumference Automated Measurement 0.148 0.2 0.12
Manual Measurement 0.150 0.2 0.18

Hip Circumference Automated Measurement 0.103 0.1 0.09
Manual Measurement 0.228 0.3 0.12
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A standard refers to a value serves as boundaries between those who
performing well enough and those who do not, in a test [1]. Meanwhile, standard
setting is the process of establishing one cut score (such as pass / fail) or more
cut scores (such as excellent, good, mediocre, weak) on a test, on the other word
is defined levels of achievement or proficiency and the cut scores corresponding to
those levels [2], [3].

There are two types of standard setting; relative (norm-referenced) and
absolute (criterion-referenced). Relative standard identify the standardization
based on the group results. Performance are compared between students score
distribution of the whole examine group and normally use in low-stakes
examinations while absolute standard emphasizes the content of the test. The
standardization is based on the learning materials and use in high-stakes
examination such as final examination or graduating examination.

There are various methods of standard setting in students assessment (such
as Angoff, Nedelsky, Ebel, Bookmark and Objective Standard Setting) and the
decision to use the method are based on the purposed of the examination. There
is no perfect method to determine cut score on a test and none is agreed upon as
the best method. These methods of course have advantages and disadvantages
depending on their specific purpose. Different methods are recommended for
different nature and test format. Even we use the same method by different group
of panellists, the results of cut score also be different [6]. Norcini [1] stated that
most previous studies describe that there are six (6) steps in the standard setting
process using four (4) of the more popular methods. The steps are;

Step 1: decide on the type of standard
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Step 2: decide on the method for standard setting
Step 3: selecting the judges
Step 4: holding the standard setting meeting
Step 5: calculating the standard
Step 6: after the test Analysis
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A rotary regenerative air preheater (RRAP) is a special device, usually
aggregated to the thermal power plants in order to increase its efficiency by heating
the air blowing into a boiler of the plant by means of high temperatured mixture
of smoke and gas. This process is too complicated to be modeled by differential
equations of classical types [1].

In [2, 3] was proposed a new approach to the mathematical modeling of the
thermodynamic process in RRAP, based on the discretization of both the drum
volume and its rotation, followed by averaging over spatial and temporal variables.

In [4] was proposed a two-layer mathematical model of the heat transfer
process in the RRAP, which allows one to take into account mixing in a small
amount of gas with air and air with gas at the interface between the gas and air
parts of the drum.

In this paper, a mathematical model of a three-layer RRAP is considered. The
drum of the RRAP is divided into 2m sectors. It is assumed that at each moment
of time, m− 1 sectors are included in the gas path and another m− 1 sectors are
in the air path, 2 sectors are disconnected and overlapped by sealing plates at the
boundary of the gas and air parts of the drum RRAP. Based on the discretization
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method, suggested in [2-4], the model is described by the following systems of
linear discrete equations:

z(n+ 1) = Az(n) + r(n),

where the vector z(n) = (x1(n), x2(n), . . . , x2m(n))T – average temperature of
the packings of RRAP while the vector

r(n) = h(β1q1(n), β2q2(n), . . . , β2mq2m(n))T ,

(T the transpose sign) denotes temperatures of the air and gas flowing across
condinitional sectors of RRAP. Rotations of the drum of RRAP yields that the
matrix A is monomial. This property allows to solve problems of the asymptotic
behavior of the solutions and identification. The model is convenient to investigate
control problem as well.
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In this paper, the problem of steady slip magneto hydrodynamic (MHD)
boundary layer flow and heat transfer over a nonlinear shrinking surface in a heat
generating fluid is studied. The transformed boundary layer equations are then
solved numerically using the shooting method. Numerical results are obtained
for various values of the magnetic parameter, the slip parameter and the suction
parameter. The skin friction coefficients, the heat transfer coefficients, the velocity
and temperature profiles for various values of parameters are also obtained and
discussed.

Discrete Mathematical Model of Heat Distribution in the
Tube
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Let a gas with an initial temperature of a, and velocity of v flows inside a
tube having a length of L and an initial temperature of b. In this paper, discrete
mathematical model of variations of gas and tube temperature is constructed and
general solution of the constructed model is obtained.

To construct a discrete mathematical model, the tube is divided into m equal
parts and the temperature of gas and tube at discrete time tn = nh in each i-part
denoted by xi (n) and yi (n) respectively. Here h is a step of time discretization.
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Using Newton’s law, the above problem can be modelled as follows:
zn+1 = Azn, (1)

where, zn = (x2(n), x3(n), ..., xm(n), y1(n), y2(n), ..., ym(n))T ∈ R2m−1.

A =

[
α̃B ᾱC

β̄D β̃E

]
, α̃ = 1 − αh, ᾱ = αh, β̃ = 1 − βh, β̄ = βh and B –

(m − 1) × (m − 1), C – (m − 1) ×m , D – m × (m − 1) matrices, E – m ×m
unique matrix.

It should be noted that, due to constant temperature of gas at the entrance
to the tube (it is equal to a) during the heat exchange, i.e. in the 1st part of the
tube, is not included to the model (1).

It is obvious that general solution of the system (1) can be written in the form:
zn = An z0. (2)

For the power of matrix A the following formula is valid

An =

[
α̃BP

(n−1)
m−2 (B) + β̄Q

(n−1)
m−1 (B)

α̃BR
(n−1)
m−2 (B) + β̄DS

(n−1)
m−1 (B)

ᾱCP
(n−1)
m−2 (C) + β̃Q

(n−1)
m−1 (C)

ᾱCR
(n−1)
m−2 (C) + β̃S

(n−1)
m−1 (C)

]

where, P
(n)
m−2 =

m−2∑
k=1

p
(n)
k Bk, Q

(n−1)
m−2 =

m−1∑
k=1

q
(n−1)
k Bk, B0 = D,S

(n−1)
m−1 =

m−2∑
k=1

s
(n−1)
k+1 Ck, C0 = E and p(n)

k , q
(n)
k , r

(n)
k , s

(n)
k – are polynomials of ᾱ, α̃, β̄, β̃.
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Let τ = (−1)
1−a

+
√
−7

2 for a ∈ {0, 1} is Frobenius map from the set Ea(F(2m)) to
itself for a point (x, y) on Koblitz curves Ea. Let P and Q be two points on this
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curves. τ adic non-adjacent form (TNAF) of α an element of the ring Z (τ) = {α =
c + dτ |c, d ∈ Z} is an expansion where the digits are generated by successively
dividing α by τ, allowing remainders of −1, 0 or 1. The implementation of
TNAF as the multiplier of scalar multiplication nP = Q is one of the technique
in elliptical curve cryptography. In this paper, we find some formulas for
TNAF that have specific patterns [c0, 0, . . . , 0, cl−1], [c0, 0, . . . , c l−1

2
, . . . , 0, cl−1 ],

[0, c1, . . . , cl−1], [−1, c1, . . . , cl−1], [1, c1, . . . , cl−1] and [0, 0, 0, c3, c4, . . . , cl−1]

when applying τm = τ − 2sτ(m−1) + smτ for sm =

m+1
2∑
i=1

(−2)
i−1

tm+1

(i−1)!

2i−2∏
j=i

(m− j) .

Elliptic Curve Cryptography (ECC) was discovered by Neal Koblitz in the year
1985 [1]. The ECC schemes are public key mechanisms where scalar multiplication
(SM) is the dominant operation of ECC. SM is the operation which involving
computing integer for multiple times for an integer n and a point P on elliptic
curve. While, the Koblitz curves are a special type of curves for which the
Frobenius endomorphism can be used for improving the performance of computing
an elliptic scalar multiplication [2]. It is defined over F2m as

Ea : y2 + xy = x3 + ax2 + 1

where a an element of 0, 1 and P = (x, y) on the curve [1]. The Frobenius map
τ : Ea (F2m)→ Ea (F2m)

is defined by
τ (x, y) =

(
x2, y2

)
, τ (∞) =∞

where ∞ is the point at infinity. The imaginary quadratic number τ = t+
√
−7

2

satisfies the relation τ 2− tτ +2 = 0 where t = (−1)1−a. Figure 1 is an illustration
of the SM in this set (refer [3,4,5]) but in this paper, we are implementing the
secret key n = n̄ in the form of TNAF.

References
[1] F.Yunos, M.K.A. Atan, M.R.S. Said and M.R.K. Ariffin, Pseudo T− Adic Non Adjacent

Form for Scalar Multiplication on Koblitz Curves. Malaysian Journal of Mathematical
Sciences 9(S) (Special Issue: The 4th International Cryptology and Information Security
Conference 2014), 2015, 71–88.

[2] F.Yunos, M.K.A. Atan, M.R.S. Said and M.R.K. Ariffin, Pseudo T− Adic Non Adjacent
Form for Scalar Multiplication on Koblitz Curves, Conference Proceeding of The 4th
International Cryptology and Information Security Conference 2014, 2015, 120–130.

[3] F.Yunos and S.M.Suberi, Even and Odd Nature for Pseudo T− Adic Non-Adjacent Form,
Malaysian Journal of Science, 2018, 37(2), 94–102.

[4] N.Koblitz, Elliptic Curve Cryptosystem, Mathematics Computation, 1987, 48 (177), 203–
209.

[5] N.Koblitz, CM Curves with Good Cryptographic Properties, Proc. Crypto’91, 1992, 279–
287.



123 Section. Applied mathematics and mathematical modelling

Stress intensity factors for multiple cracks problems in
bonded dissimilar materials

K.B.Hamzah1,4, N.M.A.Nik Long1,2, N.Senu 1,2, and Z.K.Eshkuvatov3

1Laboratory of Computational Sciences and Mathematical Physics, Institute
for Mathematical Research, Universiti Putra Malaysia, 43400 Serdang,

Selangor, Malaysia
2Department of Mathematics, Faculty of Science, Universiti Putra Malaysia,

43400 UPM Serdang, Selangor, Malaysia
3Faculty of Science and Technology, Universiti Sains Islam Malaysia, 71800

Negeri Sembilan, Malaysia
4Fakulti Teknologi Kejuruteraan Mekanikal dan Pembuatan, Universiti

Teknikal Malaysia Melaka, Hang Tuah Jaya, 76100 Durian Tunggal, Melaka,
Malaysia

nmasri@upm.edu.my

The modified complex variable function method with the continuity conditions
of the resultant force and displacement function are used to formulate the
hyper singular integral equations (HSIEs) for multiple cracks problems in bonded
dissimilar materials. Whereas for the thermally insulated cracks problems, the
continuity condition of heat conduction function is utilized to formulate the
HSIEs. The unknown crack opening displacement (COD) function is mapped
into the square root singularity function using the curved length coordinate
method. Then the appropriate quadrature formulas are used to solve the obtained
equations numerically, with the traction along the crack as the right hand term.
The obtained COD is then used to compute the stress intensity factors (SIF) which
control the stability behavior of bodies or materials containing cracks or flaws.
Numerical results of the nondimensional SIF at all the cracks tips are presented.
It is observed that the nondimensional SIF at the cracks tips depend on the elastic
constants ratio, the crack geometries, the distance between each cracks and the
distance between the crack and the boundary. Whereas for thermally insulated
cracks, the nondimensional SIF at the cracks tips depend on the heat conductivity
ratio and the thermal expansion coefficients ratio.
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Figurate numbers are positive numbers that can be represented by geometric
patterns as regular geometrical arrangement of equally spaced points. A plane
figurate numbers are also called polygonal numbers. They are defined as positive
integers that can be represented by regular polygons in a systematic fashion. The
most common types of polygonal numbers are the triangular numbers, square
numbers and pentagonal numbers.

Let λ = (λ1, λ2, . . . , λm) be a partition of k. That is λ1, λ2, . . . , λm are integers
satisfying λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λm ≥ 0 and λ1 + λ2 + . . .+ λm = k. We denote sλ (n)
as the number of representations of an integer n as a sum of squares induced by
λ and tλ (n) denote the number of representations of an integer n as a sum of
triangular number induced by λ. In other words, sλ (n) is the number of solutions
in integers of the equation

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + . . .+ λmx

2
m = n.

and tλ (n) is the number of solutions in non-negative integers of the equation

λ1
x1(x1 − 1)

2
+ λ2

x2(x2 − 1)

2
+ . . .+ λm

xm(xm − 1)

2
= n.

In 2005, Adiga et al. gave a relation between sλ (n) and tλ (n) as
sλ (8n+ k) = βλtλ (n)

for 1 ≤ k ≤ 7 where

βλ = 2m + 2m−1

((
i1
4

)
+

(
i1
2

)(
i2
1

)
+

(
i1
1

)(
i3
1

))
(1)

for ij denote the number of parts in λ which are equal to 1 ≤ j ≤ 3. They provide
the proof for the result by using generating functions and the combinatorial
method.

Next, Baruah(2008) continue the research on the relationship between sλ (n)
and tλ (n). For λ = (λ1, λ2, . . . , λm) be a partition of 8, they gave the relations
between sλ (n) and tλ (n) for any non-negative integer n as

sλ (8n+ 8)− sλ (2n+ 2) = βλtλ (n) .

They provide proof for this relation by using generating function method.
Let cλ (n) denote the number of representations of an integer n as a sum of

centred pentagonal numbers induced by λ. In other words, cλ (n) is the number
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of solutions in non-negative integers of the equation

λ1
5x2

1 + 5x1 + 2

2
+ λ2

5x2
2 + 5x2 + 2

2
+ . . .+ λm

5x2
m + 5xm + 2

2
= n.

For example, for n = 23 and λ = (5, 2, 1) we have m = 3,

5
5x2

1 + 5x1 + 2

2
+ 2

5x2
2 + 5x2 + 2

2
+

5x2
3 + 5x3 + 2

2
= 23

Then 23 = 5(1)+2(6)+1(6) = 5(1)+2(1)+1(16). Thus, (x1, x2, x3) = (0, 1, 1) =
(0, 0, 2). Then c(5,2,1)(23) = 2. Johari et al. (2012) gave a relation between sλ (n)
and cλ (n) as

sλ

(
8n− 3k

5

)
= βλcλ (n)

for 1 ≤ k ≤ 7 where βλ is given by Equation (1) and they provide the proof for
this relation by using generating function method. Later, the combinatorial proof
was given by Johari et al. in 2013.

Now we extend our discussion to the relation between the number of
representations of an integer n as sums of squares and number of representations of
n as sums of centred pentagonal numbers induced by partitions of 8. The relation
is given by following theorem:

Theorem. Let λ = (λ1, λ2, . . . , λm) be a partition of 8. Then for any non-
negative integer n, we have

sλ (8n)− sλ (2n) = βλcλ (5n+ 3) ,

where βλ = 2m + 2m−1
((

i1
4

)
+
(
i1
2

)(
i2
1

)
+
(
i1
1

)(
i3
1

))
and ij denote the number of

parts in λ which are equal to j.
This theorem has been proved by using generating functions method where

there are 22 partitions of 8 to be considered.
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In this paper we discuss the case which is to take high income that it is obtained
from tourists at the end of period T . We construct a mathematical model of the
problem with assume that this process is continuous during T .

For a time moment t, consider S (t) which characterizes the number of visited
tourists in the country and let H (t) be all costs to build hotels and hostels for
tourists, i.e. S (t) depends on the income, received from tourists while H (t) gives
us the outcome.

At each moment t, we divide the income which is received from tourists into
three parts: to build and reconstruct hotels, expenses for good service and income.

Let c be profit from one tourist at a unit time, then cS (t) is profit from
all tourists for an unit of time. So, the model of this problem is represented by
differential equations, look at [2, Chapter 117]. We have high income at time which
is (see [1] and the references given there)

τ =
a

αb (a− 1)

Now let us turn to paths on the far side of Transition Surface(TS). As initial
conditions, we use(Si are new parameters)

H = S1, VH = kτ2 =
1

α
, S = S2, VS = 1, T = τ2, VT = ks1

(
k = b

a− 1

a

)
.

Now, we can find the retrogressive path equation for m4 (one can see this
construction in [1, Chapter 121]):

◦
H (t) = −αS

(
1− bH

aS

)
= −αR

◦
S(t) = −bH + S
◦
T = 1

and

◦
VH = b

(
−α
aVH + VS

)
◦
VS = αVH − VS = Q
◦
VT = 0.

By solving this system of equations, we get the following conclusion. The paths
of system fill the whole space E. It is not difficult to determine if they fit into the
optimal strategy. First, from the optimal path such that the time is so small while
the profit gained from tourists is so many, demand that hotels must be enough.
During the profit is being increased, also hotels must be produced at some time
among. At time τ = a

αb(a−1) from termination, we continue servicing but stop the
construction of hotels and accumulate reserve funds.
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Many do not realize that high leverage points, those observations that fall
far from the majority of the explanatory variables is another prime source of
multicollinearity. High leverage collinearity influential observations (HLCIO) are
those high leverage points that can disrupt the multicollinearity pattern of a
data. They are referred as high leverage collinearity-enhancing (HLCEO) or high
leverage collinearity- reducing observations (HLCRO). The focus of this paper
is to present a newly developed diagnostic methods of identifying HLCEO. By
correctly identifying those observations, may help statistics practitioners finding
the correct remedy to multicollinearity. The usefulness of the proposed methods
is studied by some well-known data set and Monte Carlo simulation.

Robust estimator in dual response surface for unbalanced
data

Mohd Shafie Mustafa1, Chin Hui Jie2, Nazihah Mohamed Ali3
1,2,3Department of Mathematics, Faculty of Science, Universiti Putra
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In recent years, much of response surface methodology (RSM) was focused
on finding the operating conditions that resulted in an optimum response of the
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mean with the homogeneity assumptions on the variances. With the economic
challenge today, the industrial statisticians have become aware that they can no
longer focus only on the optimal process mean of the response of interest. Instead,
the process variance of the response also needs to be considered. In a dual response
approach, introduced by Vining and Myers (1990), is a useful technique to monitor
an industrial process by using both the mean and the standard deviation of the
measurements as the responses. In practice, the two separate models give a more
understanding analyst of the optimization process and thus allow them to see
what levels of the control variables can lead satisfactory values of the response as
well as the variance.

The Ordinary Least Squares (OLS) method is extensively employed to obtain
the fitted response function for mean and variance by assuming experimental
data are normally distributed and there are no outliers in the data (Park and
Cho, 2003). For uncontaminated data, the sample mean and the sample variance
are efficient measures for location and scale. Nonetheless, both measures are
very sensitive in the presence of outliers. Hence to get more efficient results, we
proposed to adopt the highly efficient and high breakdown point robust MM-
estimator in dual response surface methodology by using different robust designs
measures. The objectives of this paper is employ robust designs of response in the
construction of the process mean and process standard deviation.

Consider a heteroscedastic regression model;
yi = xi

Tβ + εi i = 1, 2, . . . , n, E(εi
∣∣xi) = 0, E(ε2

ixi) = σ2
i , (1)

where the yi is the response variables, xi are known n × 1 design vectors of
independent variables, β is an unknown vector of interest, and εi is the component
of an n×1 random vector. Assuming Y = (y1, y2, . . . , yn)

T , x = (x1, x2, . . . , xn)
T ,

and ε = (ε1, ε2, . . . , εn)
T .

Since the resulting optimum responses are not efficiently determined using
the sample mean and the sample variance, Park and Cho (2003) proposed using
median as an alternative estimator to the mean, and the median absolute deviation
(MAD) as alternative estimator to the standard deviation. The mean, standard
deviation, and MAD are defined as follows:

ȳi =
1

m

m∑
j=1

yij si
2 =

1

m− 1

m∑
j=1

(yij − ȳi)2 (2)

MAD(Y1, Y2, . . . , Yn) = median
1≤i≤n

{∣∣∣∣Yi −median
1≤j≤n

(Yj)

∣∣∣∣} . (3)

Let the random variable Y forming Y ∼ N(θ, τ 2) and another random variable
Z forming Z ∼ N(0, 1) with the cumulative distribution function F (•). It is
easily seen that Y – Θ and τZ have the same distribution. Let p(z) denote the
probability density function (pdf) of Z. The pdf of W = |Z| then becomes 2p(w)
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of which the support is (0,∞). The median of W is obtained by solving the
following equation for m:

∞∫
m

2p(w)dw = 1/2. (4)

It follows that 2(1−F (m)) = 1/2. Hence we havem = median(|Z|) = F−1(3/4).
When n is large size, median

1≤j≤n
(Yj)→ θ, and Zpn → F−1(p) as n→∞, therefore

the following results as:
MAD(Y1, . . . , Yn)→ median {|Y − θ|} = median (|Z|)τ = F−1(3/4)τ.

Hence the estimatorMAD/F−1(3
4) is consistent for the scale parameter τ and

we have:
D(Y1, Y2, . . . ,Yn) = MAD(Y1, Y2, . . . , Yn)/F

−1(3/4). (5)
Suppose that µ̂(x) and σ̂2(x) are the fitted response function for the mean and

the variance, respectively. A second-order polynomial response function modeled
are considered as follows:

µ̂(x) = β̂0 +
k∑
i=1

β̂ixi +
k∑
i=1

β̂iix
2
i +

∑ k∑
i<j

β̂ijxixj, (6)

and

σ̂2(x) = γ̂0 +
k∑
i=1

γ̂ixi +
k∑
i=1

γ̂iix
2
i +

∑ k∑
i<j

γ̂ijxixj. (7)

In order to estimate the optimum factor settings, Park and Cho (2003)
considered minimizing the squared-loss optimization model:

minimize (µ̂(x)− T0)
2 + σ̂2(x), (8)

where T0 is the target response value. We can also use the dual-response
optimization model proposed by Vining and Myers (1990);

Minimize ω̂σ Subject to ω̂µ = T0. (9)
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Extreme value theory (EVT) is a branch of statistics which study the
stochastic behavior of a process at unusually large or small values [1]. Particularly,
EVT provides procedures for tail estimation which are scientifically and
statistically rational. Two significant results from EVT are first, the asymptotic
distribution of the standardized series of maxima (minima) is shown to converge
to the Gumbel, Frechet, or Weibull distributions [2]. A standard form of these
three distributions is called the generalized extreme value (GEV) distribution.
The second result concerns the distribution of threshold exceedances, where the
limiting distribution is a generalized Pareto distribution (GPD) [3]. An important
issue in modelling the threshold exceedances using GPD is a threshold selection.
Many researchers have proposed the threshold selection method for stationary
threshold exceedances modelling. [1] proposed the graphical method based on
mean residual life plot coupled with threshold stability plot to choose the threshold
value. [4] and [5] propose the plot of return values against their corresponding
threshold. A threshold interval where the return value estimates are stable will be
selected as the possible threshold value. The selection of threshold using statistical
tests have been proposed by [6], [7] and [8]. Threshold selection for non-stationary
data have been proposed by [9], [10] and [11]. In this paper, new threshold selection
method based on regression tree is proposed to select the threshold in the case of
non-stationary threshold exceedances modelling.
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Let y1, . . . , yn be a non-stationary sequence of observations with t1, . . . , tn and
x1, . . . , xn as covariates. The regression tree is used to partition the yi sequence
into m homogeneous stationary clusters c1, . . . , cm. The stopping criterion for the
regression tree is set such that if all clusters are approximately stationary, the
recursive partitioning will be stopped. Kwiatkowski-Phillips-Scmidt-Shin (KPSS)
test is used to test the stationary in the resulted cluster. If all observations within
each clusters are approximately stationary, a constant high threshold (in term of
percentile) is set within each cluster. The percentile is kept similar for all clusters
such that the rate of exceedances remain constant throughout the data set. Since
the size of each cluster c1, . . . , cn are different, m threshold values within m
clusters are produced. Each observations, y1, . . . , yn will be assigned threshold
values according to their clusters. By arranging the threshold values according to
their observations, u1, . . . , un a covariate-varying threshold is obtained.

Having determined a covariate-varying threshold, the threshold exceedances
yi−ui for i = 1, . . . , n is modelled using stationary and non-stationary GPD. For
stationary GPD, the parameter of a model is kept constant. While for the non-
stationary GPD, the parameter model is allowed to be a function of covariate. The
Akaike Information Criterion (AIC) and Bayesian Information Criterion (BIC) are
use to compare the performance of the two estimated models. The performance of
the proposed threshold selection method based on regression tree is also compared
with standard method using Root Mean Squared Error (RMSE) and coefficient
of determination (R2).
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Управление образованием в условиях рыночной экономики требует про-
гнозирования спроса на выпускников высших учебных заведений на рын-
ке труда, подготовленных на основании компетентностного подхода [1]. Сте-
пень развития той или иной компетенции выпускника вуза может зависеть
от множества факторов, и в случае недостаточности развития отдельного из
них влияет на итоговый результат. Тогда решение принимается на основании
отдельного набора параметров, что порождает многокритериальную задачу.
Однако, существуют методы интегрирования множества критериев в один

обобщенный, примером которого является аддитивная свертка: K =
p∑
i=1

ki

где ki – числовое значение i-го параметра, p-количество критериев. Когда
каждый параметр имеет важное значение, то применяется мультипликатив-
ная свёртка, в которой ни один из критериев не принимает нулевого значения,

иначе, все произведение обратится в нуль: K =
p∑
i=1

ki, где ki – числовое зна-

чение i-ого критерия, p – количество критериев (параметров), mi – вес или
коэффициент значимости i-го критерия.

Выбор функциональной зависимости (полиномиальной, логарифмической
и др.) зависит от точности оценки компетенции. Посредством вычисления
полного дифференциала функции

q : dq =
n∑
i=1

ðq
ðxi

dxi,
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где dxi – точность оценки i-го компонента компетенции определяется точ-
ность оценки компетенции. Для повышения ее достоверности предлагается

минимизировать ошибку погрешности:
n∑
i=1

ðq
ðxidxi → min.

Следующая математическая модель в виде полинома служит моделью

для оценки компетенций: Q = b1x1 + b2x2 + ... + bnxn =
n∑
i=1

bixi, что позво-

лит оценить частную компетенцию. Каждый критерий xi регулируется ко-
эффициентом bi, который отражает его значимость или вес. При этом для
всех критериев допускается количественное соответствие между собой. По-
скольку для формирования каждой компетенции предусмотрено различное
количество дисциплин учебного плана, то предлагается использовать сред-
нюю оценку для обеспечения возможности сравнивать полученные числовые
значения по каждой компетенции:

q =

∑n
i=1 αidi +

∑n
i=1 βiki +

∑n
i=1 γibi∑n

i=1 αi +
∑n

i=1 βi +
∑n

i=1 γi
,

где q – оценка частной компетенции; di, ki, bi – достижения студента по трём
видам контроля; αi, βi, γi – коэффициенты весомости. Частные компетенции
формируют области профессиональной деятельности. В данном случае вли-
яние каждого параметра значимо поэтому целесообразно применить мульти-
пликативную свертку:

Qj =
n∏
k=1

(∑k
i=1 αidi +

∑k
i=1 βiki +

∑k
i=1 γibi∑k

i=1 αiβiγi

)Mi

,

где Mi – коэффициент весомости; k-количество единичных показателей.
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В настоящее время разработка новых лекарств в значительной степени
зависит от применения вычислительных методов. Предсказания биологиче-
ских и физико-химических свойств лекарственных соединений существенно
снижает количество экспериментов.

Известная интернет-среда химического моделирования (OCHEM) явля-
ется открытой веб-платформой для хранения данных, разработки моделей и
публикации химической информации [http://www.ochem.eu]. Нам представ-
ляется интересным сравнить функциональность пакета OCHEM с методом
kNN-QSAR, поскольку ранее [1] мы убедились, что алгоритм kNN-QSAR с
включенными процедурами k-ближайших соседей, кросс-валидации и отжига
при выборе дескрипторов и принятыми критериями оценки качества моделей
генерирует надежные прогнозные модели.

Целью настоящей работы является сопоставление двух подходов к по-
строению точных моделей прогноза активности, kNN-QSAR и OCHEM по
принятым статистическим критериям, включая точность прогнозирования
на допустимой области их применения (Applicable Domain, AD).

OCHEM позволяет выполнять полный цикл QSAR/QSPR моделирования
в полуавтоматическом режиме. Платформа имеет две основные подсистемы:
базу данных экспериментально измеренных свойств химических соединений
и модули моделирования. Подсистема базы данных включает в себя хране-
ние экспериментальных конечных точек и инструменты для эффективного
ввода, поиска и обработки данных. Структура моделирования предоставля-
ет возможности для использования этих данных в процессе моделирования
и выполнения всех этапов типового рабочего процесса: подготовка данных,
расчет и фильтрация молекулярных дескрипторов, применение методов ма-
шинного обучения и анализ эффективности моделей.

OCHEM позволяет выполнять полный цикл разработки модели QSAR,
который включает в себя: управление наборами экспериментальных данных;
расчет молекулярных дескрипторов (OCHEM поддерживает более 20 типов
современных молекулярных дескрипторов); запуск выбранного метода ма-
шинного обучения; протокол проверки модели; расчет статистик модели; при-
менение модели к новым соединениям.

В настоящее время OCHEM поддерживает следующие методы машинного
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обучения: ASNN-Associative Neural Networks, Bagging, FSMLR, J48 decision
tree (Weka implementation), KNN (k nearest neighbors), LIBRARY meta-
learning, Partial Least Squares (PLS), XGBoost (Scalable and Flexible Gradient
Boosting)), Deep Neural Networks.

Обычно используемые показатели прогностичности построенной модели,
– среднеквадратичная ошибка (RMSE), средняя абсолютная ошибка (MAE) и
квадрат коэффициента корреляции: q2 (обучающая выборка) и R2 (тестовая
выборка) [2].

Вычислительные эксперименты проводились на соединениях алкалоидов
гармалы обыкновенной хиназолинового строения и их производных [3], кото-
рые были разделены на две группы: 1) соединения собственно хиназолинового
строения или дезоксипеганинового ряда (соединения от 1 до 43); и 2) соеди-
нения хиназолонового строения или дезоксивазиционого ряда (соединения от
44 до 65).

Химические структуры исследуемых соединений записаны в формате
SMILES с использованием программы MedChemDesing 3.0. Пакетом rcdk вы-
числили 91 исходный дескриптор. После стандартной фильтрации соедине-
ний и дескрипторов (пропуски, выбросы, порог коэффициента корреляции)
осталось 55 соединений и 22 дескриптора, выбранных методом отжига (SA).

Исходное множество соединений трижды методом простой рандомизации
было разделено на три подмножества (выборки): 60 0�0 -обучение, 20 0�0 -
тестирование (контрольная выборка), 200�0 -внешняя выборка (по отношению
к обучающей и контрольной), на которой определялось область применимо-
сти (Application Domain, AD).

Проводились два вычислительных эксперимента (ВЭ): в первом ВЭ полу-
чили прогностические модели, удовлетворяющую статистическим критериям
точности на обучающей и тестовой выборке методом kNN-QSAR и 9 методами
из OCHEM. Второй ВЭ показал, насколько точно определяются AD в методе
kNN-QSAR и пакете OCHEM, для чего рассчитывали AD на внешней выбор-
ке вышеописанными способами, одновременно с точностью прогноза моделей
на полученном AD по значению RMSE.
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Обычно технологические операции на производстве выполняются на неко-
тором промежутке времени. При этом по различным причинам в размерах
изготовляемой продукции мы наблюдаем изменчивость.

Если источником изменчивости влияющий на индивидуальные значения
результата процесса будет простые (случайные) причины, то полный размах
присущей стабильному процессу изменчивости назовем воспроизводимостью
процесса. Если изменчивость появляются из-за обычных и особых причин то
размах полной изменчивости процесса мы назовем пригодностью процесса.
При помощи статистических методов в обоих случаях можно оценить процент
возникновения брака продукции.

На производстве «держать» размеры выпускаемой продукции внутри гра-
ниц естественной изменчивости называют правилом «шесть сигма». При этом
выход негодной продукции составляет 0.27%. Если появляются особые при-
чины, то эти правила нарушаются. Поэтому возникает задача управления
процесса в промежутке времени, когда идёт технологические операции.

Имеются различные варианты решения этой задачи [1].
В тезисе мы приведем решение, когда процесс нормальный. При этом ис-

пользуем статистический инструмент так называемые контрольные карты
(КК). Далее сначала дадим краткую характеристику КК и проведем резуль-
тат.

Пусть X определяет размер изготовляемой продукции, и она распреде-
лена нормально: X ∼ N(µ, σ2). Из X берем выборку x1, x2, . . . , xn. Стати-
стический показатель корреллированный с качеством продукции обозначим
через g = g(x1, x2, . . . , xn).

КК это графическое представление характеристики процесса, показыва-
ющее нанесение значения g этой характеристики, центральную линию (CL)
и контрольные границы (LCL и UCL).

При этом значение LCL (нижняя контрольная граница) и UCL(верхняя
контрольная граница) зависят от распределения статистики g. CL задается
техническим стандартом или оценивается по предварительным выборкам.

Чтобы ввести на производству КК сначала нужно определить ее харак-
теристики: g, LCL, и UCL. Если они известны, то из текущего процесса бе-
рем мгновенные выборки xi1, xi2, . . . , xin, i = 1, . . . , k в определенные мо-
менты t1, t2, . . . , tk и вычислим значения gi = g(xi1, xi2, . . . , xin). Значения
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gi, LCL,CL и UCL отметим на вертикальной оси,точки t1, t2, . . . , tk на го-
ризонтальной оси.

Находим на плоскости точки (ti, gi), (i = 1, k) их присоединяем отрезками.
Проведем параллельные прямые к горизонтальной оси через точки LCL,CL
и UCL и мы получаем графическое изображение состояния изучаемого про-
цесса. Если gi ∈ (LCL,UCL), то говорят процесс находится в статистически
управляемом состоянии.

Имеются различные типи КК используемые на производстве [2]. Здесь мы
укажем две КК используемые при управлении нормального процесса проме-
жутке времени. Эти КК можно использовать в первоначальном этапе изу-
чения процесса. При этом статистическим показателем берем эмперический
коэффициент асимметрии (a-карта) и экцесса (γ-карта).

Имест место следующая теорема, которая определяет границы КК.
Теорема. Пусть процесс находится в статистически управляемом со-

стоянии. Тогда статистической достоверностью можно однозначено опе-
ределить LCL и UCL для a-карты и для γ-карты.

Если КК введены на производстве, то из текущего процесса берем мгно-
венные выборки и по правилам проведенных выше будем управлять процесс.
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О локальной предельной теореме для ветвящихся
случайных процессов Гальтона-Ватсона

Ш.Ю.Жураев
Институт математики АН РУз имени В.И.Романовского

Пусть X1, X2, . . ., Xn, . . . последовательность независимых неотрицатель-
ных целочисленных случайных величин (с.в.) с общей производящей функ-
цией

F (x) =
∞∑
n=0

Pnx
n, |x| ≤ 1, F (1) = 1 ,

и определена одном и том же пространстве (Ω,=, P ).



138 Section. Applied mathematics and mathematical modelling

Ветвящийся случайный процесс Гальтона-Ватсона {Zn, n ≥ 0} определя-
ется следующими рекуррентными формулами:
Z0 = 1, Z1 = {0, 1, 2, ...} , Z2 = X1 + . . .+XZ1

, . . . Zn+1 = X1 + . . .+XZn, n ≥ 1
(1)

(см.[1], глава I, §1, §2,11-13 cтр.)
Из рекуррентной формулы (1) следует, что производящие функции

F0(x) = ExZ0 = x, F1(x) = ExZ1 = ExX1 = F (x), . . .

. . . . . . . . .

Fn(x) = ExZn = Fn−1(F (x)) = F (Fn−1(x)).

Вероятность вырождения процесса в момент времени n
Pn(0) = P (Zn = 0) = Fn(0),

а вероятность продолжения процесса
Qn = P (Zn > 0) = 1− P (Zn = 0) = 1− Fn(0).

А.Н.Колмогоров [2] установил, что при m = F ′(1) < 1

Qn = Kmn(1 + o(1)),

где K некоторая константа зависящая от F (x).
В настоящем сообщении доказана следующая
Теорема. Если при некотором ε > 0 E|X1|1+ε <∞, то при m < 1

Qn = Kmn(1 +O(mnε)).
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Об одном усилении теоремы А.Сарда

Т.Т.Ибайдуллаев
Андижанский государственны университет

ibaydullayev73@mail.ru

Во многих разделах математики важную роль играет следующая теорема
А.Сарда о множестве значений гладких функций ([1], гл.3, стр.93).

Теорема 1. Если f : Rn → Rk – отображение класса Cr, r ≥ max(0, n−
k), то мера множества критических значений отображения f равна нулю.

Н.Ю.Сатимовым была предложена следующая версия этой теоремы для
скалярных функций.
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Пусть функция f : [a; b]→ R непрерывна и имеет производную в каждой
точке. (В отличие от теоремы Сарда непрерывность производной не требует-
ся.) Положим C = {t ∈ [a; b] : f ′(t) = 0}.

Теорема 2. Мера множества f(C) равна нулю.

Доклад посвящается доказательству теоремы 2.

Литература
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Конечно-разностный метод решения пространственной
задачи термоупругости

А.А.Каландаров1, А.А.Халджигитов2, А.Каландаров3

1,3Гулистанский государственный университет
2Самаркандский филиал Ташкентского университета информационных

технологий

Исследование процессов деформирования конструкций и их элементов с
одновременным учётом тепловых и механических факторов играет важную
роль во многих прикладных задачах науки и техники, связанных с нагрева-
нием различных частей исследуемого объекта. Эти процессы обычно, удобно
сформулировать в виде связанных или несвязанных термоупругих и термо-
пластических краевых задач [1].

В работе [2] была решена вариационно-разностным методом задача о тер-
моупругом параллелепипеде. При этом предположенно, что поверхность па-
раллелепипеда свабодна от нагрузок и внутри которого дано температурное
поле по формуле

T (x1, x2, x3) = T0 sin
πx

l1
sin

πy

l2
sin

πz

l3
(1)

где li, i = 1, 3 – длина рёбер параллелепипеда, T0 – температура. Заметим,
что на поверхности параллелепипеда температура T |∑ = 0.

Краевая задача термоупругости может быть сведена к системе трёх диф-
ференциальных уравнений относительно перемещений т.е. [3]

(λ+ 2µ)∂
2u
∂x2 + µ

(
∂2u
∂y2 + ∂2u

∂z2

)
+ (λ+ µ)

(
∂2v
∂x∂y + ∂2w

∂x∂z

)
− γ ∂T∂x = 0

µ
(
∂2v
∂x2 + ∂2v

∂z2

)
+ (λ+ 2µ)∂

2v
∂y2 + (λ+ µ)

(
∂2u
∂x∂y + ∂2w

∂y∂z

)
− γ ∂T∂y = 0

µ
(
∂2w
∂x2 + ∂2w

∂y2

)
+ (λ+ µ)

(
∂2u
∂x∂z + ∂2v

∂y∂z

)
+ (λ+ 2µ)∂

2w
∂z2 − γ

∂T
∂z = 0

(2)
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со следующими краевыми условиями о свободности поверхности паралле-
лепипеда от нагрузок. σ11|x=0,l1

=
[
(λ+ 2µ)∂u∂x + λ∂v∂y + λ∂w∂z − γ(T − T0)

]∣∣∣
x=0,l1

= 0

σ12|x=o,l1
= µ

(
∂u
∂y + ∂v

∂x

)∣∣∣
x=o,l1

= 0, σ13|x=o,l1
= µ

(
∂u
∂z + ∂w

∂x

)∣∣
x=o,l1

= 0

(3) σ22|y=0,l2
=
[
λ∂u∂x + (λ+ 2µ)∂v∂y + λ∂w∂z − γ(T − T0)

]∣∣∣
y=0,l2

= 0

σ21|y=o,l2
= µ

(
∂v
∂x + ∂u

∂y

)∣∣∣
y=o,l2

= 0, σ23|y=o,l2
= µ

(
∂v
∂z + ∂w

∂y

)∣∣∣
y=o,l2

= 0

(4) σ33|z=0,l3
=
[
λ∂u∂x + λ∂v∂y + (λ+ 2µ)∂w∂z − γ(T − T0)

]∣∣∣
z=0,l3

= 0

σ31|z=o,l3 = µ
(
∂w
∂x + ∂u

∂z

)∣∣
z=o,l3

= 0, σ32|z=o,l3 = µ
(
∂w
∂y + ∂v

∂z

)∣∣∣
z=o,l3

= 0

(5)
Уравнения (2-5) заменялись конечно-разностными отношениями и реша-

лись итерационным методом при следующих исходных данных

ν =
1

3
, E = 2·104 , α = 125·10−7, li = 1 , i = 1, 2, 3 , N1 = N2 = N3 = 10

Для решения уравнений с точность ε = 0.001 потребовалось 58 итераций.
По ним можно увидеть, что значение напряжения в центре параллелепи-

педа равно σ11 = −3.62 а, на поверхностях, согласно краевым условиям равно
нулю.
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Об одной трехмерной обратной задаче теории
фильтрации флюидов

Ш.Каюмов1, А.Б.Каюмов2

Известно что в процессе промысловых исследований месторождений флю-
идов определяется пластовые характеристики в дискретных точках (скважи-
нах) и эти данные в процессе разработки могут изменяться. Чтобы уточнить
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эти данные часто приходится решать коэффициентное обратные задачи. Су-
ществует различные способы решения этих задач один из которых рассмат-
ривается здесь.

Пусть в неоднородной и недеформируемой области D содержится флюид
(жидкость или газ). Изменения давления при изотермической фильтрации
определяется как решения следующей задачи [1]:

3∑
i=1

∂
∂xi

(
K (x) ∂u

∂xi

)
=

= M (x, u) ∂u∂t +
N(t)∑
i=1

Qi (t) δ (x− x1, x− x2, x− x3) η (t− ti) ,
(1)

u (x, 0) = ϕ (x) , x ∈ D̄, x = (x1, x2, x3) , (2)

αu+ (1− α)
∂u

∂n

∣∣∣∣
D

= ψ (x) , x ∈
{
D∪ (0, T )

}
, α = 0, 1, (3)

η (t− ti) =

{
0, t < ti,
1, t ≥ ti,

M (x, u) = γ (u)m (x) . (4)

Здесь u (x, t) – функция давления, K (x) ,m (x) – функции характеризу-
ющие параметры пласта.

Задача (1)-(4) трактуется как коэффициентной обратной задачей в смысле
что по известным значением функций ϕ (x) и ψ (x) и фактическим значениям
Q (t) , ū (x, t) за интервал времени t ∈ (0, T ) требуется определит значения
коэффициентов K (x) ,m (x) минимизируещие функционал

J =

T∫
0

N(t)∑
i=1

[u (xi, t)− ū (xi, t)]
2dt. (5)

Задачи (1)-(3) при известных значениях коэффициентов K (x) и m (x) ре-
шается численно [2, 3] как прямая задача. Минимум функционала (5) можно
найти методами оптимизации [4, 5].

При дискретизации задачи (1)-(3) необходимо будет фактические значе-
ния функции давлений и дебиты которая соответствуют периоду ∆tk. Факти-
ческие данные полученные из истории разработки могут не совпадать с дис-
кретными значениями вычисленное как решения прямой задачи и поэтому
необходимо их предварительной обработки либо путем осреднения за проме-
жутки ∆tk либо другими методами.

Для определения функции давления ūi (tk) можно построит зависимость
ui (t) = ϕ (Qi (t) , t) . При t = tk она примет вид ūi (tk) = ϕ (Qi (tk − 0) , tk) .
Здесь Qi (t) – фактическое значение дебита в момент времени t. Qi (tk − 0) –
среднее значение дебита i− й скважины за времени ∆tk.

Фактически зависимость (6) можно рассматривать как решения задачи
(1)-(4) при известных K и M .
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Устойчивость некоторых стационарных нелинейных
крупномасштабных систем

Р.В.Муллажонов, Ш.Н.Абдугаппарова, Ж.В.Мирзаахмедова
Андижанский государственный университет

Стационарные системы с нелинейными структурными возмущениями ис-
следованы недостаточно полно. Поэтому представляет интерес задача об
устойчивости такого рода систем.

Покажем, что имеет место, следующее утверждение.

Теорема 1. Состояние равновесия x = 0 систем
ẋ = Ax, и ẋ = Aφ (x)x, (1)

где x ∈ Rn, A – постоянная матрица, одновременно будет устойчивым
(асимптотически устойчивым) или неустойчивым, соответственно, при
любой скалярной строго положительной функции φ(x) : Rn → R .

Далее рассмотрим нелинейные системы уравнений возмущенного движе-
ния

ẋ = f(x) (2)
где x = (x1, x2, ..., xn)

T ∈ Rn, f(x) : Rn → Rn, f(x) =

(f1(x), f2(x), ..., fn(x))T , f(0) = 0.

Предположим, что fj(x) =
n∑
l=1

fjl(x)xl, j = 1, n. При этом систему (2)
можно представить в следующем виде

ẋ = A(x)x (3)
где A(x) = (fjl(x)) , j, l = 1, n.

Для функции, существуют линейно независимые строго положительные
скалярные функции [1]

φ0(x) = c, φ1(x), φ2(x), ..., φm(x),
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с порядком строгости εi > 0, i = 1,m, соответственно, такие, что

fjl(x) =
m∑
i=1

αijlφi(x), j, l = 1, n,

где αijl – некоторые постоянные.
Учитывая это, систему (2) представим в виде

ẋ =

(
m∑
i=0

Aiφi(x)

)
x, (4)

где Ai =
(
αijl
)
, j, l = 1, n, i = 1,m.

Для исследования устойчивости состояния равновесия x = 0 системы (4)
вместе с этой системой рассмотрим следующие системы

ẋ = Aix, i = 1, 2, 3, ...,m. (5)

Теорема 2. Пусть в системах (4) и (5) матрицы Ai и функции φi(x)
удовлетворяют условиям:

а) матрицы Ai ∈ Rn×n, i = 1, 2, ...,m невырожденные, симметрические
относительно главной диагонали и для каждого 1 ≤ i ≤ m Ai и −Ai не
имеют общих собственных значений;

б) φi(x) – строго положительные скалярные функции с порядком стро-
гости εi > 0, i = 1, 2, ...,m, соответственно;

Тогда из устойчивости (асимптотической устойчивости) или неустой-
чивости состояния равновесия x = 0 всех систем (5) следует устойчи-
вость (асимптотической устойчивость) или неустойчивость состояния
равновесия x = 0 системы (4) соответственно.
Следствие. Если состояние равновесия x = 0 хотя бы одной системы из
совокупности систем (5) асимптотически устойчиво, и состояние равно-
весия x = 0 остальных систем устойчиво, то состояние равновесия систе-
мы (4) асимптотически устойчиво.
Следствие. Пусть выполняются все условия теоремы 2. Тогда состоя-

ние равновесия x = 0 системы (4) а) устойчиво, если
m∑
i=1

εiλM(Gi) ≤ 0;

б) асимптотически устойчиво, если
m∑
i=0

εiλM(Gi) < 0; в) неустойчиво, ес-

ли
m∑
i=1

εiλm(Gi) > 0.

Литература
[1] Мартынюк А.А., Муллажонов Р.В. К теории устойчивости стационарных линейных

крупномасштабных систем // Прикладная механика. T. 46, №4., 2010.



144 Section. Applied mathematics and mathematical modelling

Оптимизации в условиях многостадийных системы
управления процессом

З.У.Ортиков1, О.Рахмонов2

1,2 Андижанский государственный университет

Сформулированная задача контурной оптимизации в условиях МСП ре-
шается с учетом топологии схем (структуры) системы и характеристики ис-
ходного сырья. Для каждого вида сырья определяется схема (маршруты)
переработки сырья, выделяются контуры управления, для каждого контура
строится соответствующая модель, решается задача контурной оптимизации
с учетом последовательности расположения контуров в пространстве и вре-
менных запаздываний.

Суммируя материальные расходы, затрачиваемые на управление каждым
контуром МСП, определим общий расход, затрачиваемый на обеспечение эф-
фективного функционирования МСП в целом

m∑
i=1

n1∑
k=1

CkUik = U,

где U – суммарный расход на управление МСП в целом.
В большинстве случаев единовременная оптимизация всех параметров,

определяющих ход и результаты процесса в многопараметрических МСП, не
представляется возможной. В связи с этим прежде всего необходимо опре-
делить последовательность выполнения процедур оптимизации работ, позво-
ляющих на каждом этапе достичь таких значений регулируемых техноло-
гических параметров, при которых состояние процесса будет способным к
выполнению производственных заданий.

Таким образом, осуществление алгоритма контурной оптимизации пред-
определяет выполнение следующих этапов [1,4,5]:

распознавание вида исходного сырья и материалов; выбор из множества
эталонных моделей модели соответствующей технологической ситуации;

проверка модели на адекватность; корректировка параметров модели;
выбор критерия контурной оптимизации; анализ задания верхнего уровня

оптимизации;
определение допустимой области ограничения на параметры контура

управления;
согласование критериев контурной и межконтурной оптимизации; опреде-

ление оптимальных значений управляющих параметров контура управления,
обеспечивающих экстремум для выбранной функции цели;

анализ результатов контурной оптимизации и принятие решений.
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Поиск оптимальных решений является сложной задачей, которая еще бо-
лее усложняется побочными факторами, затрудняющими ее постановку и ре-
шение.

Для того чтобы построить оптимальную систему автоматизированно-
го управления контурами МСП, необходимо по имеющейся информации о
контуре управления и критерию оптимальности синтезировать оптимальное
управление, которое может быть реализовано в виде рационального техноло-
гического режима. Однако оптимальный режим, синтезированный на осно-
ве имеющейся априорной информации о контуре управления, недолго будет
оставаться оптимальным. В процессе функционирования технологического
контура управления его параметры изменяются (старение, износ, изменение
характеристик сырья и т.д.) и установленный режим перестает быть опти-
мальным. В связи с этим возникает необходимость определения новых пара-
метров объекта управления с целью восстановления оптимального режима
функционирования технологического процесса. [2,3]

Такая система в целом представляет собой оптимальную систему автома-
тического управления с адаптацией.
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Формирование оптимальной многоуровневой системы
управления процессом

З.У.Ортиков, Б.Мирзаахмедов
Андижанский государственный университет

Рассмотрим подход многоуровневой декомпозиции структуры МСП, опи-
рающейся на специфические особенности МСП и задач оптимизации. При
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этом сохраняются существенные соотношения между моделями производства
и его отдельных частей.

Многостадийная система состоит из глобальной управляющей подсисте-
мы, определяемой векторной целевой функцией

Y (x) =
{
fk(x), x ≥ 0, k = 1, k

}
,

где x =
{
xj, j = 1, N, xj ≥ 0

}
-вектор неизвестных, и k-количество нижесто-

ящих локальных управляющих подсистем fk(x), k = 1, K, которые могут
быть как непосредственно управляемым и регулируемым процессом, так и
управляющей подсистемой для нижестоящих по иерархии подсистем, где K-
множество индексов локальных подсистем.

Пусть X =
{
xj, j = 1, N

}
-вектор неизвестных, выражающий показате-

ли эффективности, например: объем, себестоимость, качество, затраты и др.
j-го вида продукции, выпускаемой всей системой, где N – множество ин-
дексов видов продукции; Xk ∈ x, k = 1, K-вектор неизвестных, выражаю-
щий эффективность продукции, выпускаемой k ∈ K локальной подсистемой,
Xk =

{
xj, j = 1, Nk

}
, где Nk – множество индексов видов продукции, выпус-

каемой k ∈ K локальной подсистемой, Nk ∈ N .
Основная цель глобальной управляющей подсистемы состоит в об-

щей оптимизации всех критериев локальных подсистем, extrY (x) ={
fk(x), x ≥ 0, l = 1, K

}
, которые для верхней управляющей подсистемы оди-

наково важны и равнозначны, т.е. заранее не отдается предпочтение какой-
либо локальной подсистеме. При этом необходимо найти такой вектор X0

и соответственно X0
k ∈ X0, при котором все локальные подсистемы дости-

гали бы своего оптимума в условиях выполнения ограничения по ресурсам
R(x) ≤ C, ri(x) ≤ ci, x ≥ 0, i = 1,M, где i-вид ресурсов, которые необхо-
димы при выпуске,M – множество индексов видов ресурсов; ci – ограничения
по i-му виду ресурсов.

Как правило, в МСП каждая k-ая локальная подсистема имеет свои целе-
вые функции fk(x), x ≥ 0, k = 1, K, и ограничения Rk(xk) ≤ Ck, rki (xk) ≤
cki , xk ≥ 0, i ∈M, k = 1, K.

Цель каждой локальной подсистемы МCП состоит в экстремизации свое-
го критерия, которым может быть прибыль, качество, стоимость управления,
себестоимость продукции и др. Здесь следует особо отметить, что критерии
локальных подсистем МСП вовсе не обязательно должны соответствовать
глобальному критерию системы, т.е. локальные и глобальные критерии могут
быть различными, но локальные критерии должны способствовать достиже-
нию глобальной цели.

Применительно к конкретным МСП, в частности обогатительного произ-
водства портландцемент, в [1,2] рассмотрены вопросы построения межкон-
турных оптимизационных процедур. Идея этого подхода состоит в декомпо-
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зиции МСП на взаимосвязанные внутренними материальными потоками кон-
туры управления. При этом декомпозиция осуществляется путем минимиза-
ции количества выделяемых контуров управления, с однозначным определе-
нием функции цели всей системы через промежуточные входные и выходные
параметры контуров управления.
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Об обобщенном процессе восстановления с
переключениями

В.Р.Ходжибаев
Наманганский инженерно-строительного институт

Пусть
{
ξ

(j)
i

}∞
i=1

,
{
η

(j)
i

}∞
i=1

, j = 1, 2 взаимно независимые последо-
вательности независимых случайных величин, одинаково распределенных
внутри каждой последовательности, a1 = Eξ

(1)
1 > 0, a2 = Eξ

(2)
2 <

0, P
(
η

(j)
1 ≥ 0

)
= 1, j = 1, 2. Обозначим

S
(j)
0 = 0, S

(j)
k = ξ

(j)
1 + ξ

(j)
2 + ...+ ξ

(j)
k ,

ηj(t) = max
{
k : η

(j)
1 + η

(j)
2 + ...+ η

(j)
k < t

}
,

ξj(t) = S
(j)
ηj(t)

, j = 1, 2.

Случайные процессы ξj(t), j = 1, 2 называются обобщенными процессами
востановления. Если случайные величины η

(j)
1 показательно распределены,

то процессы ξj(t) являются однородными, т.е. обобщенными пуассоновскими
процессами.

Для произвольного b > 0 определим случайные величины
τ+ = inf {t ≥ 0 : ξ1 (t) ≥ b} , τ− = inf {t ≥ 0 : ξ2 (t) ≤ −b} .

Рассмотрим две независимые между собой последовательности τ+, τ1,
τ3, ..., τ2k+1, ... и τ−, τ2, τ4, ..., τ2k, ... независимых одинаково распределенных
внутри каждой последовательности случайных величин, и пусть

θk = τ1 + τ2 + ...+ τk, θ0 = 0.
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Случайный процесс X (t) строится следующим образом: X (0) = 0, при
k = 0, 1, 2, ...

X (t) =

{
min {ξ1 (t− θ2k) , b} , θ2k < t ≤ θ2k+1,

max {b+ ξ2 (t− θ2k+1, 0)} , θ2k+1 < t ≤ θ2k+2.

Процесс X (t) совпадает с ξ1 (t) до тех пор пока впервые не будет достигнут
уровень b в момент времени τ1 и полагаем X (τ1) = b. При t > τ1 в каче-
стве приращений процесса X (t) используется приращении процесса ξ2 (t) до
тех пор, пока впервые после θ1 = τ1 не будет достигнут нулевой уровень в
момент времени θ2, и в этот момент приращение процесса переключается на
приращение процесса ξ1 (t), X (θ2) = 0. Дальнейшие переключения на про-
цессы ξ2 (t) и ξ1 (t) происходят в моменты θ3, θ4, ..., поочередных достижений
уровней b и 0, X (θ2k+1) = b, X (θ2k) = 0. Значить,

X (t) = ξ1 (t− θ2k) при θ2k ≤ t < θ2k+1,

X (t) = b+ ξ2 (t− θ2k+1) при θ2k+1 ≤ t < θ2k+2, k = 0, 1, 2, ....

В данной работе найдено преобразование Лапласа-Стилтьеса стацио-
нарного распределения случайного процесса X (t). Эта задача для случая
P
(
η

(j)
1 = 1

)
= 1, j = 1, 2 решалась в [1] и здесь используются метод и тех-

ника этой работы.
Из определения ясно, что X (t) является регенерирующим случайным

процессом с непрерывным временем. Моменты θ2, θ4, ..., θ2k, ... (последова-
тельные моменты достижений нулевого уровня процессом X (t)) являются
моментами регенерации, т.к. с вероятностью единица процесс X (t) попадает
в нуль и E (τ+ + τ−) < ∞. Времена между моментами регенерации явля-
ются независимыми и одинаково распределенными случайными величинами,
Eθ2 = Eτ+ + Eτ− < ∞. Вероятностные характеристики траектории случай-
ного процесса X (t) между моментами регенерации являются одинаковыми.

Регенерирующие процессы имеют многочисленные применения в различ-
ных областях прикладной математики. Библиографические сведения можно
найти в [1].

Известно (см., например, [2, гл. 21, теорема 5.1]), что если промежутки
времени между моментами регенерации имеют конечное среднее, то суще-
ствует стационарное распределение для регенерирующего процесса X (t).

Обозначим
ϕj(λ) = Eeλξ

(j)
1 , fj(u) = Ee−uη

(j)
1 , j = 1, 2,

Ψ (u, λ) =

∫ ∞
0

e−utEeλX(t)dt, lim
t→∞

P (X (t) < x) = F (x) ,

W (λ) =

∫ ∞
−∞

eλxdF (x) .
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Далее используется факторизация
1− zϕj (λ) = R

(j)
− (z, λ)R

(j)
+ (z, λ) , |z| < 1, Reλ = 0,

введенная в [2].
Отметим, что при отображении z = fj(u) множество {u : u ≥ 0} пе-

реходит в множество {z : 0 < z ≤ 1}, а при малых δ > 0 множество
{u : 0 ≤ u < δ} переходит внутрь множества {z : 1− γ < z ≤ 1} при некото-
ром γ > 0. Поэтому при u > 0 имеет место факторизации

1− fj(u)ϕj(u) = R
(j)
− (fj(u), λ)R

(j)
+ (fj(u), λ)

со всеми известными свойствами их компонент.
Известно что [2], (R

(2)
+ )−1(1, λ) = EeλS2

1−p2 , (R
(1)
− )(1, λ) = EeλS1

1−p1 ,
где
S1 = inf

k≥0
S

(1)
k , p1 = P (S1 < 0) < 1, S2 = sup

k≥0
S

(2)
k , p2 = P (S2 < 0) < 1.

Теорема. Для преобразования Лапласа – Стилтьеса стационарного распре-
деления процесса X (t) справедливо следующее представление:

W (λ) =
Eη

(1)
1 EeλS1 lim

u→0
[(R(1)

+ )−1(f1(u),λ)]
[0,b)

ā(1−p1) +

+
Eη

(2)
1 EeλS2eλb lim

u→0
[(R(2)
− )−1(f2(u),λ)]

ā(1−p2)

(−b,0]

,

в котором u > 0, Reλ = 0.
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Асимптотические разложения функции распределения
суммы независимых неодинаково распределенных с.в.
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Пусть X1, X2, ..., Xn, ... последовательность независимых случайных вели-
чин EXj = 0, σ2

j = EX2
j , αj = EX3

j , βj = E|Xj|3, j = 1, 2, ... Положим

Sn =
X1 + · · ·+Xn

Bn
, B2

n =
n∑
j=1

σ2
j , Γn =

n∑
j=1

αj,

Fn (x) = P (Sn < x) , P (x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
u2

2 du.
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Пусть выполнены следующие условия:

(I) lim inf
n→∞

Bn
2

n > 0, lim sup
n→∞

1
n

n∑
j=1

βj <∞;

(II) 1
n

n∑
j=1

∫
|x|>nτ

|x|3dFj (x)→ 0, n→∞ для некоторого τ ∈ (0, 1
2).

При заданных ε > 0 и N > 0 считая N > ε обозначим
αj (ε,N) = max {|fj (t)| , ε ≤ |t| ≤ N} .

(III) Сумма Sn называется асимптотически нерешетчатой, если

Bn

n∏
j=1

αj (ε,N)→ 0 при n → ∞ для любых фиксированных ε > 0 и

N > 0 [1].
В случае одинаково распределенных независимых с.в. условия (I)-(II) сов-

падают с условием существования третьего абсолютного момента

β1 = β2 = ... = βn =

∞∫
−∞

|x|3dF (x), F (x) = P (X1 < x) .

Условие (I) равносильно существованию положительных постоянных g и G,

таких что B2
n ≥ ng,

n∑
j=1

E|Xj|3 ≤ nG для всех достаточно больших n.

Теорема. Пусть выполнены условия (I)-(III). Тогда
sup

∣∣∣Fn (x)− Φ (x)− Γn
6B3

n

(
1− x2

)
ϕ (x)

∣∣∣ = o
(

1√
n

)
, при n→∞.

Это утверждение обобщает теорему Эссеена для различно распределен-
ных случайных величин [1].
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Некоторые заметки о разделимых статистиках
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Пусть статистический критерий проверки гипотезы H0 против сложной
альтернативы H1 основан на статистике L = L(·) и =α есть критическая об-
ласть этого критерия, определяемая по заданному размеру α. Нам достаточ-
но ограничиться статистиками L, являющимися функциями вектора частот
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ν = ν(n), т.е. статистиками вида
L = L(ν) = L (ν1, ..., νN) .

Среди статистик этого типа важное место занимает класс статистик, явля-
ющихся аддитивными функциями вектора частот. Они называются раздели-
мыми статистиками.

Определение. Статистика L(ν) = L (ν1, . . . , νN) называется раздели-
мой статистикой, если она представима в виде

L (ν) =
N∑
m=1

fm (νm),

где для любого m = 1, 2, . . . , N функция fm (νm) зависит, разве что, от
νm, N и qm.

Введем несколько обозначений: L (X) – закон распределения случайной
величины X (или случайного вектора X), Π1 (λ1) , . . . ,ΠN (λN) – незави-
симые в совокупности пуассоновские случайные величины с параметрами
λ1, . . . , λN , соответственно.

Приведем следующее известное свойство полиномиального распределе-
ния: распределение случайного вектора частот исходов ν(n) совпадает с
условным распределением случайного вектора (ξ1, . . . , ξN) при условии, что
ξ1 + . . .+ ξN = n; здесь ξ1, . . . , ξN – независимые в совокупности случайные
величины, такие, что L (ξm) = L (Πm (npm)) ,m = 1, 2, . . . , N . На языке вве-
денных обозначений это свойство принимает вид:

L (ν1, . . . , νN) = L ((ξ1, . . . , ξN)/ξ1 + . . .+ ξN = n) .

Это соотношение в случае, когда статистика L(ν) является разделимой ста-
тистикой вида, приводит к равенству

L (L(ν)) = L

(
N∑
m=1

fm (νm)

)
= L

(
N∑
m=1

fm (ξm)/ξ1 + . . .+ ξN = n

)
;

что сводит изучение асимптотических свойств разделимых статистик к изуче-
нию таких же свойств условных распределений сумм независимых случайных
величин определенного вида.

Еще одним аргументом в пользу рассмотрения разделимых статистик
в качестве самостоятельного объекта исследования, определяющим целесо-
образность их выделения и изучения, служит то, что разделимыми стати-
стиками являются статистики, по которым строится большинство класси-
ческих статистических критериев проверки различных гипотез. В частно-
сти, разделимыми статистиками являются статистика отношения правдопо-
добия, статистика χ2, а также статистики, построенные на случайной вели-
чине µr = µr(n, p) – числе исходов, реализовавшихся при n испытаниях ровно
r раз.


